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Avant-propos 


Le présent traité (en deux volumes) résulte de l’expérience des auteurs dans 
l’enseignement de la physique des plasmas, à l’université de Paris-Sud et 
au Massachusetts Institute of Technology depuis une trentaine d’années. 
Il contient notamment la matière enseignée au D.E.A. de physique des gaz 
et des plasmas à l’université Paris-Sud. C’est un ouvrage d’enseignement 
à l’usage des professeurs et des étudiants. Mais il a été également conçu 
comme un ouvrage de référence pour les chercheurs et les ingénieurs sur 
les méthodes générales et les données de base de la physique des plasmas. 

Le mot “plasma” y est pris dans son sens large de gaz ionisé. Il est 
en effet utile de décrire dans un même ouvrage à la fois la physique des 
“vrais” plasmas (gaz totalement ionisés), dont les principales applications 
sont en astrophysique et dans la fusion thermonucléaire, et celle des gaz 
faiblement ionisés dont les applications technologiques n’ont cessé de se 
diversifier depuis les premières études de décharges dans les gaz. En fait les 
deux domaines sont étroitement liés, tant du point de vue des concepts que 
des techniques expérimentales. Ils présentent d’ailleurs de nombreuses (et 
intéressantes) difficultés didactiques que nous avons essayé de surmonter : 


e Un exposé cartésien et linéaire serait peu satisfaisant : il conduirait 
à ne présenter certains concepts fondamentaux qu'après plusieurs 
centaines de pages. C’est pourquoi le livre est organisé en trois vagues 
successives, en revenant ainsi plusieurs fois sur le même sujet mais à 
des niveaux de plus en plus approfondis. 

- Le chapitre 1 est une introduction générale à toute la physique 
des plasmas. Les notions fondamendales y sont présentées de façon 
qualitative, ou avec des calculs élémentaires. Il se situe au niveau du 
premier cycle des universités. 

~ Les chapitres 2 (trajectoires dans un champ magnétique), 3 (col- 
lisions élastiques), 4 (collisions inélastiques), 5 (description macro- 
scopique des gaz faiblement ionisés), 6 et 7 (description hydrodyna- 
mique des ondes sur les faisceaux d'électrons et des instabilités de 
courant dans les plasmas), se situent au niveau du second cycle des 
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universités. Les chapitres 1 à 7 forment le volume 1. 

— Les chapitres 8 et 9 (équations générales de la théorie cinétique et 
de l’hydrodynamique), 10 et 11 (théorie de Vlasov-Landau et insta- 
bilités cinétiques dans les plasmas non collisionnels), 12 et 13 (théorie 
cinétique collisionnelle des gaz faiblement ionisés et des plasmas) et 
14 (plasmas et rayonnements) se situent au niveau du troisième cycle 
des universités. Ils constituent le volume 2. 

e Il faut éviter de noyer l'exposé dans des formalismes mathématiques 
trop lourds dont la physique serait absente. Mais on ne peut se con- 
tenter non plus d’exposés qualitatifs. Pour résoudre ce dilemme nous 
proposons : 

— un exposé en trois vagues comme on vient de le voir ; 

— l’étude approfondie (et mathématiquement rigoureuse) de quelques 
problèmes de base (équations cinétiques et hydrodynamiques, amor- 
tissement de Landau, ondes et instabilités dans les plasmas non 
magnétisés, modèle de Lorentz, équation de Fokker-Planck), en 
accompagnant les calculs de commentaires sur leur signification 
physique et leurs limitations ; 

— l’impression en petits caractères et/ou le renvoi de nombreux cal- 
culs dans des appendices ou des problèmes!. 


Dans un tel ouvrage de référence sur les méthodes générales de la physique 
des plasmas, il a fallu laisser de côté de nombreux domaines considérés 
comme des applications : décharge dans les gaz, fusion thermonucléaire, 
ondes et instabilités dans les plasmas magnétisés... Pour pallier cette limi- 
tation nous offrons au lecteur : 

— une présentation qualitative assez détaillée de certains sujets (ondes 
dans les plasmas, fusion nucléaire, décharges dans les gaz) au chapitre 1 ; 

— une étude détaillée au niveau des méthodes de certains cas essentiels 
(ondes et instabilités hydrodynamiques dans les chapitres 6 et 7, ondes et 
instabilités cinétiques dans les chapitres 10 et 11) ; 

~ une bibliographie permettant d’aborder les développements récents. 


En terminant il nous faut remercier les organismes et les personnes qui 
nous ont permis de mener cette œuvre à bien : 

- nos établissements (U.P.S. et M.I.T.) qui ont très tôt encouragé les 
enseignements et les recherches en physique des plasmas ; 

— l'École Supérieure d’Electricité qui nous a donné les moyens 
nécessaires à la mise au point finale de ce livre et le C.N.R.S. qui a aidé 
au financement ; 


1. Les problèmes qui sont en fait des compléments du texte principal sont marqués 
d’un astérisque (*). 
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— les nombreuses sécrétaires telles que E. Claudon qui, dans l'ère pré- 
informatique, ont dactylographié des textes à distribuer aux étudiants, 
et les personnes, secrétaires (H. Budd, L. Doughty et A.M. Pozderec) ou 
informaticiens (F. Katsonis) qui nous ont aidés ensuite à faire la saisie 
informatique ; 

— les nombreux collégues et étudiants qui nous ont fait des critiques 
constructives, et tout spécialement dans la phase finale C. Fabre qui au 
nom de l’éditeur a été un “referee” vigilant et nous a permis d’apporter de 
très nombreuses améliorations au texte définitif. 


Jean-Loup Delcroix 
Abraham Bers 


Cette page est laissée intentionnellement en blanc. 


Notations 


Il est impossible dans un livre de la taille de celui-ci d’éviter les conflits 
de notations. Certains symboles peuvent donc désigner deux ou plusieurs 
grandeurs différentes en des endroits différents du texte. Un effort de ra- 
tionalisation a cependant été fait. On a tout d’abord les règles générales 
suivantes : 


La nature vectorielle des grandeurs est notée comme suit : a désigne 
un scalaire, @ un vecteur, @ un tenseur du deuxième ordre et @ un 
tenseur du troisième ordre. 

Les diverses moyennes introduites sont : (a) pour une moyenne 
d'ensemble (cf. chapitre 8) ou, dans les ondes, une moyenne dans 
lPespace ou le temps (cf. chapitres 6 et 7) et @ pour une moyenne 
locale représentant une grandeur hydrodynamique (cf. chapitre 9). 
Dans l'étude des perturbations, l'indice inférieur 0 est affecté aux 
grandeurs dans l’état non perturbé, et l'indice inférieur 1 aux per- 
turbations du premier ordre. 

Dans les mélanges gazeux (comme les plasmas) l'indice inférieur a ou 
s se rapporte à une espèce de particules (e pour les électrons, à pour 
les ions, o pour les neutres et 6 ou v pour les photons), et l'indice 
inférieur ab se rapporte aux interactions entre les particules a et b. 
Pour diverses grandeurs hydrodynamiques qui contiennent des com- 
posantes dues aux champs électromagnétiques, les indices inférieurs 
E, M, EM se rapportent aux champs électriques, magnétiques ou 
électromagnétiques. 

Le systéme d’unités utilisé dans toutes les formules théoriques est le 
système légal international (SI). Les applications numériques sont 
faites, soit dans celui-ci, soit dans le système (CGS), soit dans un 
système pratique dit (eVcT), où les seules grandeurs qui apparais- 
sent littéralement sont la température en eV, la densité en cm %, et 
l'induction magnétique en Tesla. Pour qu'il n’y ait pas d’ambiguité, 
le système utilisé est indiqué en caractères gras comme ci-dessus. 
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Notations 


Les notations le plus souvent adoptées pour désigner les diverses grandeurs sont 
rassemblées dans le tableau ci-dessous, où la dernière colonne renvoie à la section 
(sans parenthèses) ou la formule (entre parenthèses) dans laquelle chaque grandeur 


est définie : 


BRRR 


(Awe)o/At 


(Awe Awe), /At 


(Away )b/At 


((Awar)?)o/At 


e = —qe 


rayon de la première orbite de Bohr (= 5.29 1071! m) 


potentiel vecteur 

coefficient de recombinaison en volume 
degré d’ionisation 

polarisabilité d’un atome 

partie isotrope d’une fonction de distribution 


coefficients d’anisotropie d’une fonction de distribution 


fonction de Planck 


induction magnétique 
paramètre de confinement magnétique 
paramètre relativiste 


coefficients d’anisotropie d’une fonction de distribution 


flux de particules 

élément de volume dans l’espace F? 
élément de volume dans l’espace wW 
distance moyenne entre électrons 

élément d’angle solide 

élément de l’espace des phases 

densité dans l’espace des phases 

diamètre d'interaction de deux sphères dures 
coefficient de diffusion ambipolaire parfaite 
coefficient de diffusion libre des électrons 
coefficient de diffusion libre des ions 


équation de dispersion 


tenseur diagonal unitaire 

coefficient de déplacement dans l’espace des vitesses 
coefficient de diffusion dans l’espace des vitesses 
coefficient de ralentissement 


coefficient de dispersion angulaire 
charge de l’électron (= 1.6 10-1°C) 


champ électrique 

viscosité 

émissivité spectrale d’un électron 

fonction de distribution simple 

fonction de distribution normalisée 

fonction de distribution double 

fonction de distribution réduite à une dimension 


valeur initiale de la perturbation de f 
vitesse relative dans une collision 

densité de quantité de mouvement 
pseudo-potentiel de Rosenbluth (diffusion) 


fonction caractéristique (critères de Penrose) 
hamiltonien 


(8.40) 

(10.269) 

(10.100) 
3.2 


(10.81) 
(13.50) 


(11.34) 
8.2 
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H = B/po 
Hap (Wa) 
H(w) 

i 

IP, St) 
I(w/kr) 

jv 

Jw 


Nr 


Vei OU V1 


champ magnétique 

pseudo-potentiel de Rosenbluth (ralentissement) 
fonction caractéristique (critères de Penrose) 
terme de source de particules 

intensité spectrale de rayonnement 

fonction caractéristique (critères de Penrose) 
coefficient d'émission 

émissivité spectrale des électrons 


flux dans l’espace des vitesses (collisions lointaines) 
intégrale de Boltzmann 


courant électrique 
coefficient d’injection dans un petit faisceau lumineux 


vecteur d’onde 
partie imaginaire de k 
partie réelle de k 


permittivité 

permittivité longitudinale 

coefficient d'extraction dans un petit faisceau lumineux 
constante de Boltzmann 

coefficient d'absorption apparent 

coefficient d'absorption vrai 

coefficient d'émission stimulée 

conductivité thermique 

angle de déviation dans une collision 


susceptibilité 

susceptibilité longitudinale 

libre parcours moyen 

longueur d'absorption par bremsstrahlung e-i 
libre parcours moyen Compton 

libre parcours moyen de Rosseland 
logarithme néperien 

logarithme coulombien (collisions) 
logarithme coulombien (bremsstrahlung) 
longueur de de Broglie 

longueur de Debye électronique 
longueur d’écran exacte 

longueur de diffusion du mode j 
logarithme décimal 

masse d’une particule 

masse réduite dans une collision 
mobilité 

moment magnétique orbital 

densité simple 

densité double 

densité double (mélanges) 

indice de réfraction 

nombre de particules d’un ensemble 
nombre d'électrons dans la sphère de Debye 
indice de réfraction des rayons lumineux 
fréquence de collision électron-ion 
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(13.49) 
(13.36) 
9.2 
(14.106) 
(11.33) 
14.8 
14.5 


(13.84) 
(8.78) 


1.3 
14.8 


1.7 
6.5 
6.5 


(11.119) 
(10.114) 


3.2 


(10.255) 
(6.24) 
8.4 
14.5 
14.8 
(14.249) 
3.5 
3.5 
14.5 
3.5 
(1.49) 
(1.68) 
5.4 
1.6 
1.5 
3.2 
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fréquence de collision électron-neutre 
fréquence d’ionisation 

fréquence (angulaire) 

partie imaginaire de w 

partie réelle de w 

fréquence plasma électronique 
fréquence plasma ionique 

fréquence plasma totale 

fréquence cyclotron 


vecteur rotation cyclotron 

pression 

paramètre d'impact 

paramètre d’impact critique 
moment canonique 

échange de quantité de mouvement 
puissance rayonnée par un électron 
coordonnée d’azimut 

potentiel électrostatique 

pression interparticulaire 

pression cinétique 

charge d’une particule 

vecteur flux de chaleur 


tenseur flux de chaleur 
vecteur position 


vecteur position du mouvement relatif 
fonction de ralentissement par collisions 


vecteur position du centre de masse 


position du centre guide 
longueur de Landau 


rayon classique de l’électron (= 2.82 10715 m) 


densité de charge d'espace 
rayon d’orbite 

résistivité 

densité de masse 


terme d’échange d’énergie par collisions 
fonction de dispersion angulaire par collisions 


flux d’énergie 


flux d’énergie cinétique 


fonction source (transfert du rayonnement) 


conductivité électrique 


constante de Stefan (= 5.67 1078 W m~? K~*) 


section efficace différentielle angulaire 
section efficace totale 


section efficace de transfert de quantité de mouvement 
deuxiéme section efficace de transport 


section efficace d’ionisation 
temps 
temps de relaxation de déflexion 


temps de relaxation de ralentissement 


Notations 
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Notations 


température 
température de Boltzmann des niveaux a et b 
température de radiation 


flux de quantité de mouvement 

taux d'occupation des états quantiques du rayonnement 
angle au sommet dans une trajectoire de collision 
énergie d’une particule 

énergie cinétique d’une particule 

énergie potentielle d’une particule 

densité d’énergie 

densité d'énergie électrostatique 

densité d’énergie électromagnétique 

énergie d’onde 

densité d'énergie cinétique 

densité d'énergie magnétique 

densité d'énergie potentielle 

vitesse de fluide 

vitesse d’une particule (chapitres 2 et 14) 


vitesse “thermique” 


vitesse la plus probable 
vitesse de phase 

vitesse de groupe 
vitesse d’une particule 


vitesse de masse 

vitesse d’Alfvén 

vitesse du son 

coordonnée pour la classification des plasmas (CGS) 


force d’interaction entre deux particules 
coordonnée pour la classification des plasmas (K) 
profondeur optique 

charge d’un ion 


Cette page est laissée intentionnellement en blanc. 


Chapitre 8 


Equations cinétiques 


8.1 Introduction 


Pour décrire l’état d’un gaz on peut adopter les méthodes de l’hydro- 
dynamique, c’est-à-dire introduire un certain nombre de grandeurs macro- 
scopiques telles que la densité, la vitesse du fluide, la pression, etc. On peut 
aussi, pour des études plus fines, tenir compte de la nature moléculaire du 
fluide, en introduisant des grandeurs telles que les fonctions de distribu- 
tion des vitesses qui donnent une description microscopique classique du 
fluide. Dans ce chapitre et le suivant, nous définirons les quantités qui in- 
terviennent dans les deux méthodes, nous nous efforcerons de préciser leur 
signification physique, et nous établirons les relations qui existent entre la 
description microscopique et la description macroscopique. 

La méthode suivie sera la méthode dite régressive [94]. Nous par- 
tirons de la description la plus fine possible de l’état du fluide, c’est-a- 
dire de la densité D dans l’espace des phases, et nous établirons tout 
d’abord l'équation d’évolution de cette grandeur (équation de Liouville). 
Par une série d’intégrations qui correspondent chacune à la disparition 
d’une variable et à la perte de l'information correspondante sur l’état du 
système, nous établirons tout d’abord les équations “cinétiques”, c’est-a- 
dire les équations d’évolution des fonctions de distributions simple f1, dou- 
ble f12,... Enfin, en éliminant toute information détaillée sur les vitesses 
d'agitation thermique, nous établirons dans le chapitre 9 les équations de 
Vhydrodynamique, qui sont les équations d’évolution des moments de fi 
c’est-à-dire de la densité n, de la vitesse de fluide ce du tenseur de pres- 


sion cinétique T et du tenseur de flux de chaleur Q (cf. section 9.2 pour 
les définitions de ces grandeurs). 


2 Équations cinétiques 


À chaque étape de cette méthode régressive nous rencontrerons cepen- 
dant une difficulté de principe : l’équation de Liouville est la seule qui 
donne une description “complète” de l’évolution du fluide. Le système des 
équations cinétiques (équations d’évolution de f1, f12, ...) est indéterminé 
si on l’arrête à un nombre fini d'équations. C’est seulement en considérant 
un système à un nombre très élevé d'équations cinétiques (nombre égal à 
celui des particules) qu’on peut reconstituer une description équivalente à 
celle fournie par l’équation de Liouville. Il en est de même pour le système 
des équations hydrodynamiques vis-à-vis de l’équation d'évolution de fi. 
L’un des problèmes clefs qui sera discuté dans ce chapitre et le suivant 
sera donc celui des approximations physiques permettant de “fermer” le 
système des équations cinétiques ou celui des équations hydrodynamiques, 
c'est-à-dire d’arrêter chacun de ces systèmes à un nombre fini (faible) 
d'équations. 


Nous avons d’autre part à distinguer deux cas: celui des gaz purs 
constitués d’une seule espèce de molécule (He, Ar,...), celui des mélan- 
ges gazeux constitués d’au moins deux espèces de particules (He + Ar, 
Nz + O2,...). Les gaz partiellement ionisés (e + At + A) et les plasmas 
(e + At) entrent dans cette deuxième catégorie. Dans le cas d’un gaz pur, 
l’évolution du fluide est décrite par une seule équation de Liouville ou 
par un seul système d’équations cinétiques ou hydrodynamiques. Dans 
le cas d’un mélange gazeux on peut écrire une équation de Liouville 
et un système d'équations cinétiques ou hydrodynamiques pour chaque 
espèce de particule contenue dans le mélange. On aura par exemple un 
système d'équations hydrodynamiques décrivant l’évolution des grandeurs 


partielles ng, V'a, Va, Qa relatives aux particules d’espéce a. Les systèmes 
relatifs à au moins deux espèces de particules différentes a et b sont 
couplés par des termes d'interaction a-b. Dans certains cas ce couplage 
est si fort que les diverses espèces de particules évoluent solidairement. 
On dira alors qu’on a un comportement monofluide décrit par une seule 
série de grandeurs hydrodynamiques globales (densité totale, vitesse glo- 
bale du fluide...). C’est la situation que l’on rencontre en général dans les 
gaz neutres à la pression atmosphérique ; par exemple pour décrire la pro- 
pagation des ondes acoustiques dans l'atmosphère, il n’est pas nécessaire 
de distinguer la dynamique des molécules Nz de celle des molécules Op. 
Dans d’autres cas, il est au contraire essentiel d'étudier séparément la dy- 
namique des diverses espèces de particules. C’est en particulier le cas des 
plasmas où les électrons beaucoup plus légers que les autres espèces de 
particules sont en général assez découplés des particules lourdes. On dit 
alors qu’on a un comportement de fluide multiple et dans ce cas il n’est 
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pas possible de décrire le mouvement du fluide par des équations hydro- 
dynamiques globales. 

Un dernier problème concerne la nature des interactions entre par- 
ticules. Dans les sections 8.2 à 8.5 et 9.2 nous supposerons que ces in- 
teractions sont de type élastique (gaz non “réactifs”). La théorie ainsi 
développée s’applique bien dans les gaz rares aux températures pas trop 
élevées (T < 104 K) et en général dans les plasmas complètement ionisés. 
Dans d’autres cas (gaz diatomiques, gaz partiellement ionisés) les collisions 
inélastiques entre particules jouent un rôle plus ou moins important ; on 
sera alors en général amené à utiliser une description hybride combinant 
Vhydrodynamique et la théorie cinétique, cette dernière étant essentielle 
pour le calcul des taux de réactions physico-chimiques ; les problèmes posés 
par cette théorie des gaz réactifs seront discutés dans les sections 8.6 et 
9.6. 


8.2 Equation de Liouville d’un gaz pur 


8.2.1 Densité dans l’espace des phases 
a) Définitions 


Soit N le nombre des particules du sytéme ; si le gaz est un corps pur, 
ce sont N molécules identiques que nous numérotons de 1 à N. Nous les 
considérons comme des particules ponctuelles : l’état de chacune d’entre 
elles est défini par un vecteur position 7” et un vecteur vitesse w (de ce fait 
nous négligeons les phénomènes de rotation et de vibration des molécules). 
L'état (ou phase) du système à un instant t est donc défini par la donnée 
de l’ensemble des vecteurs : 


TI, T2,- EN (8.1) 
T, Th.. UN (8.2) 


Cet ensemble définit un point dans un espace à 6N dimensions appelé 
espace de phase. La connaissance exacte de la phase est impossible pour des 
raisons pratiques (grande valeur de N) et fondamentales (indéterminations 
quantiques). Nous nous contenterons donc au mieux de définir une densité 
de probabilité : 


D(Ti,72,...,TN, Wi, W3,- .-, WN, t) (8.3) 
en appelant par définition : 


D drı drz...dr y dun dw2...dWwN (8.4) 
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la probabilité que la phase du système soit à l'instant considéré à l’intérieur 
d’un élément de volume à 6N dimensions 


dr: dro...drn dw, dw...dwn (8.5) 
situé au voisinage du point 77, T2,...,7N,W1,W3,...,WN- 


En langage plus physique, la probabilité (8.4) est celle des états du 
système pour lesquels la particule 1 se trouve à l’intérieur d’un petit 
élément de volume de l’espace ordinaire : 


dri = dx, dyi dz, (8.6) 


et possède un vecteur vitesse dont l’extrémité se trouve à l’intérieur du 
petit élément de volume de l’espace des vitesses : 


dwi = dwiy dwiy dw, (8.7) 


en même temps que la particule 2 se trouve à l’intérieur de l’élément de 
volume dr2 avec un vecteur vitesse dont l’extrémité est dans dwg, et ainsi 
de suite, jusqu’à la particule N. 

La probabilité totale de trouver le système dans un état quelconque 
étant égale à l’unité, on a : 


J dr dre … dr dun dup..dwy = 1 (8.8) 


Dans cette formule, les intégrations sur les variables 7° sont étendues au 
volume V occupé par le gaz et celles sur les variables w à la totalité de 
l’espace des vitesses. 

La fonction D doit être symétrique par rapport à chacune des particules 
prises deux à deux : par suite de l’indiscernabilité des particules elle doit 
en effet rester inchangée quand on permute deux indices. 


b) Notion de corrélations 


On dit qu'il n’y a pas de corrélations entre les particules quand la fonction 
D est un produit de N fonctions relatives chacune à l’une des particules, 
c’est-à-dire quand on a: 


D = Do(rr, w1,t).Do(r2,w2,t) sat Do(7n, UN, t) (8.9) 


Toutes les fonctions individuelles ont été prises formellement identiques et 
notées Do ; cette identité est imposée par l’indiscernabiïlité des particules. 
On dit au contraire qu’il y a des corrélations entre les particules quand la 
fonction D n’obéit pas à l’équation (8.9). 
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8.2.2 Équation de Liouville pour des variables 
conjuguées 


Comme toutes les grandeurs cinétiques et hydrodynamiques dérivent de 
la densité en phase D, nous commençons par rappeler l'équation dite de 
Liouville, qui régit l’évolution de cette fonction. 

En fait, celle-ci ne s'écrit simplement que si les variables décrivant l’état 
du système sont des variables canoniques conjuguées au sens de Hamil- 
ton. C’est pourquoi nous changeons d’abord légèrement la définition de 
la densité en phase de la façon suivante : désignons par q1,q2,.--q3N ; 
Pı, P2, ... pzy une suite de variables scalaires conjuguées que nous écrivons 
en abrégé (qi, pi), décrivant l’état du système, et par : 


D(qi, pi, t) dQ (8.10) 


avec : 
dQ = dq. dq2...dq3n dpi dp...dp3n (8.11) 


la probabilité que le point représentatif du système soit dans l'élément de 
volume dQ. de ce nouvel espace des phases (qi, pi). 

Soit H(q¢;,pi) Vhamiltonien du système exprimé en fonction de ces 
variables canoniques. Les équations du mouvement de Hamilton-Jacobi 
s'écrivent : 


dp; / dt = —0H/0q; (8.13) 


Supposons qu’à l'instant t, le sytème ait son point représentatif à l’inté- 
rieur d’un élément de volume dQ. de l’espace des phases. Si on considère 
un point représentatif quelconque de dQ, il lui correspond une trajectoire 
parfaitement définie. À l'instant t’ on peut considérer la nouvelle position 
qu’a pris chaque point représentatif en suivant sa trajectoire : l’ensemble de 
ces positions remplit un élément de volume dM’ de l’espace des phases. Par 
différentiation des équations de Hamilton-Jacobi (8.12), (8.13) on établit 
facilement (cf. par exemple [297]) le théorème de Liouville qui exprime 
la conservation du volume de l’espace des phases lors de l’évolution du 
système, soit : 

dQ’ = dQ (8.14) 


On peut alors remarquer que, puisque les points représentatifs de dQ 
se retrouvent dans dQ’, la probabilité de trouver le système dans df?’ à 
Vinstant t est égale à celle que l’on avait à Vinstant ¢ de la trouver dans 
dQ, soit : 

DG; Pi t dN = D(q, pi, t)dQ (8.15) 
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d’où, compte tenu de (8.14) : 
DG, Pit) = D(qi,pi,t) (8.16) 
On dit que D se conserve en suivant le mouvement, ce qu’on écrit : 
dD/dt =0 (8.17) 
ou plus explicitement en utilisant les dérivées partielles de D à l'instant t : 


oD dgan = dpi OD _, AE 
ôt j=l dt aqi PET dt Op; = ' 


8.2.3 Système sans interactions dépendant 
de la vitesse 


On peut maintenant revenir aux variables 7; et &; et écrire l'équation de 
Liouville relative à la fonction D usuelle. Pour commencer, on suppose que 
les vitesses des particules sont faibles devant la vitesse de la lumière, et 
que toutes les forces agissant sur elles sont indépendantes de la vitesse et 
dérivent de potentiels. On peut alors écrire l’hamiltonien du sytème sous 


la forme : ; 
Pi 
H=9 +) et) ey (8.19) 
i i i<j 
avec : 
Di = mw; (8.20) 


gi est l'énergie potentielle de la particule 7 du fait d’un champ de forces 
extérieures, et p;j l'énergie potentielle d'interaction des particules à et j +. 
Par dérivation on obtient par exemple : 


0H dx; 
= Wis = —— 8.21 
ODix ~ dt ( ) 
Bu; nt a Bay Xe Xe (8.22) 


=> = 
en désignant par X; +); 4j Xij la force totale agissant sur la particule 2. 
Ces équations montrent que les variables x; et mw;, constituent un couple 


1. Dans les gaz denses, il faudrait a priori introduire des termes d’interactions triples 
Pijk, quadruples pijkl, etc., lorsque la densité est telle que les effets de modification 
de structure analogues à la liaison chimique deviennent important, de sorte que l’on ait 
P123 É P12 + P13 + Y23. 
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de variables conjuguées. La densité D dans l’espace des phases (r;, mur) 
obéit donc à l'équation de Liouville (8.18) ; mais d’autre part la probabilité 
de trouver le système dans un élément de volume de cet espace des phases 
peut s’écrire : 


D dr, dra... dry dmw dmuz... dmwn (8.23) 

ou encore : 
D dr: dro aries dry dw: dwz rs dwn (8.24) 

en posant : 
D(7?, wi, t) = MN D(F, m, t) (8.25) 


Il suffit donc finalement de multiplier l'équation (8.18) par m°V pour 
obtenir l'équation de Liouville relative à D. En regroupant trois par trois 
les termes relatifs à une même particule 7, on peut l'écrire sous la forme 
vectorielle : 


aD aD Xi+ Vie: Xi OD 
LUN U a No gee CR ay ee ay 8.26 
= D be td n _ (8.26) 


les sommations étant maintenant étendues aux N particules. 
Notons pour terminer que lorsque le gaz est en équilibre thermody- 
namique, on n’a pas besoin de cette équation. La mécanique statistique 
classique montre en effet (cf. par exemple [282]) que D est a priori connue 

et égale à : 
exp(—E/KT) 


= Tep CE/ET) dn (Sen 


où E est l'énergie totale du système dans l’état de phase considéré. Il 
résulte de cette règle générale un certain nombre de propriétés particulières 
qui sont étudiées dans les problèmes P8-1 et P8-2. 


8.2.4 Application aux plasmas 


L’équation de Liouville (8.26) peut se généraliser à un gaz de particules 
chargées, mais il faut alors tenir compte des forces électromagnétiques qui 
dépendent des vitesses. Si les vitesses des particules sont faibles devant 
la vitesse de la lumière, la masse m reste constante et on peut montrer 
(cf. appendice A8-1) qu’il suffit d'introduire dans l’équation de Liouville 


=_ Asani 5 ` 
la force électromagnétique totale X; + De Xij appliquée à la particule i 
avec : 
=> = => 
X; — qi [ E; + w x B;] (8.28) 
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y y | 1 ty 
Xj =-Vi fee à | (8.29) 


> = 
où Æ; est le champ électrique macroscopique d’origine extérieure, B; le 
champ magnétique macroscopique self-consistent défini par l’équation : 


reed Y E 
V x Blle= J +6 oF (8.30) 


a$ 
et qui inclut l'effet des sources extérieures et celui des courants J circulant 


dans le plasma. Le terme d'interaction électrostatique J` jai x représente 
l’action sur la particule à du champ électrique “microscopique” exact créé 
au point à par l’ensemble des autres particules du plasma. Nous verrons 
dans la section 9.2 que ce champ est la somme d’un champ macroscopique 
qui en se combinant avec le champ d’origine extérieure obéit à l'équation : 


V.E = P/Eo (8.31) 


et d’un terme supplémentaire tenant compte de la structure particulaire 
du plasma. 


Il pourrait a priori paraître nécessaire de traiter B comme E et 
d'introduire le champ magnétique microscopique exact. On montre dans 
l’appendice A8-1 que cela n’introduit que des corrections d’ordre w?/c? 
négligeables dans les plasmas non relativistes. L’équation de Liouville 
(8.26) peut se généraliser à un gaz de particules chargées placées dans 
un champ magnétique. Si les vitesses des particules sont faibles devant 
la vitesse de la lumière, la masse m reste constante et on peut montrer 
(cf. appendice A8-1) qu’il suffit dans l'équation de Liouville d'introduire 
la force totale électromagnétique appliquée à la particule i écrite sous la 


forme : 
D 


3 
Xi+ SX = q [(E; + Ej +w, x (B; + B})] (8.32) 


JA 


=> — = — 
où E; et Bi sont les champs d’origine extérieure et E; et B; les champs 
produits par les charges d’espaces et les courants dans le plasma. 

Pour faire une théorie relativiste exacte de l’équation de Liouville d’un 
système de particules chargées, il faudrait tenir compte des autres effets 
suivants : 


e interaction magnétique entre les particules, 


e durée de propagation finie des interactions (potentiels retardés), 
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e variation de la masse des particules avec la vitesse. 


Pour le développement de cette théorie, nous renvoyons le lecteur à [96] et 
[97, p. 130]. 


8.3 Système d’équations de BBGKY’ 


8.3.1 Fonction de distribution et densité simples 


La fonction D contient le maximum d’information que l’on puisse avoir 
sur le fluide ; en fait, on ne peut jamais atteindre ce maximum et l'on doit 
se contenter de fonctions décrivant moins finement l’état du fluide. 
Cherchons donc, par une méthode dite régressive [94], la probabilité des 
états du système dans lesquels la particule 1 est à l’intérieur de l'élément de 
volume dr; et possède un vecteur vitesse dont l’extrémité est à l’intérieur 
de l'élément de volume dw:, les états des particules 2,3,...,N étant par 
contre absolument quelconques. On obtient évidemment cette probabilité 
en intégrant la probabilité élémentaire sur tous les espaces des positions 


TI, T2,..., FN (limités au volume V) et sur tous les espaces des vitesses 
+ — — : Ann 
WI, W2,..., WN, ce qui s'écrit : 

dr, dw, f D dro dw ... dry dwn (8.33) 


Il faut d’ailleurs noter que la numérotation des particules introduite pour 
définir D est artificielle et arbitraire, puisque les particules sont indiscer- 
nables. La probabilité pour qu’une autre particule 2, 3, ..., N se trouve dans 
le même domaine drı, dw, est égale à celle calculée ci-dessus. 

Il est donc souhaitable d'éliminer la numérotation choisie en définissant 
le nombre probable (dN); de particules se trouvant à l’intérieur de 
l'élément de volume dr; avec un vecteur vitesse dont l’extrémité est à 
l’intérieur de l’élément de volume du. Ce nombre est égal à la proba- 
bilité (8.33), valable pour l’une quelconque des particules, multipliée par 
le nombre de particules, ce qu’on peut écrire : 


{4N}h1 = fı drı dwi (8.34) 


en posant : 


fi=N | Dérodue ... dry dwy (8.35) 


2. BBGKY pour Born-Bogoliubov-Green-Kirkwood-Y von est l’ordre alphabétique des 
auteurs, mais il se trouve que l'ordre historique est exactement inverse ! 
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La fonction fı est appelée fonction de distribution simple des vitesses. 
C'est la grandeur la plus généralement utilisée en théorie cinétique des 
fluides. On confond d’ailleurs souvent dans la formule (8.34) la valeur pro- 
bable (dN), avec la valeur réelle dN, du nombre de particules situées dans 
dr, du. Cette identification est raisonnable si le volume dr: dw , quoique 
physiquement petit, est encore assez grand pour que (dN), soit grand. Si 
l’on néglige les fluctuations statistiques, on peut alors poser : 


dN, = (dN), (8.36) 


A priori, fı est une fonction de 77, W et t. Si elle ne dépend pas effec- 
tivement de 77 on dira que le gaz est homogène. D’autre part, la fonction 
de distribution simple peut être isotrope dans l’espace des vitesses, ou 
anisotrope. On dira qu'elle est anisotrope si elle dépend de l'orientation 
du vecteur Ww. On dira qu’elle est isotrope si elle n’est fonction que de la 
valeur absolue de ce vecteur. 

La fonction 


n(ri,t) =f fi du (8.37) 


obtenue par intégration de fı sur tout l’espace des vitesses est la densité 
simple ; elle permet de calculer le nombre probable (dN’), de particules 
situées dans l'élément de volume dr) avec une vitesse quelconque, au moyen 
de la formule : 


8.3.2 Fonction de distribution et densité doubles 
a) Définitions 


Considérons maintenant deux éléments de volume dr; et drz dans l’espace 
ordinaire, et deux éléments de volume dw et dwz dans l’espace des vitesses, 
et cherchons le nombre probable de couples de particules tels que la 
première particule du couple soit située dans le volume dr; avec l'extrémité 
de son vecteur vitesse dans dw, cependant que la deuxième est dans drz 
avec l'extrémité de son vecteur vitesse dans dw2. Ce nombre probable 
(dN}ı2 est égal à la probabilité que le système soit dans un état tel que 
deux particules déterminées, par exemple les particules 1 et 2 satisfassent 
aux conditions imposées, multipliée par le nombre de couples possibles, 
soit N(N — 1) ; on peut donc écrire : 


(€N)i2 = fia dri du dra dw2 (8.39) 
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en posant : 
f2 = N(N-1) | Ddri due ... dry dun (8.40) 


Il est à noter que dans le décompte des couples possibles, on a compté 
deux fois chaque couple af, une première fois quand a est en 1 et 8 
en 2, une deuxième fois quand a est en 2 et @ en 1 ; cette définition 
est arbitraire mais raisonnable, comme on le verra par la suite, dans de 
nombreux problèmes où les deux points 1 et 2 jouent un rôle différent, le 
point 1 étant par exemple celui où est placé un observateur, et l’action en 
ce point de toutes les molécules situées aux points 2 étant considérée. 

La fonction fi2 est appelée fonction de distribution double. Par inté- 
gration sur les vitesses on définit la densité double : 


= i, fiz dun dw (8.41) 


b) Fonctions de distribution double et corrélations 
S'il n’y a pas de corrélations, on a d’après (8.9), (8.35) et (8.40) : 


fiz = a fh fe (8.42) 


N étant supposé trés élevé on a donc approximativement : 


fie fif (8.43) 


de méme : 
nig ning (8.44) 


Si les égalités ci-dessus ne sont pas satisfaites, on dit qu’il y a des 
corrélations binaires ; on s'intéresse généralement surtout aux corrélations 
de position représentées par la non-identité de n 12 et nin2. Elles s’établis- 
sent en fait à cause des forces d’interaction ; nous discuterons ce point ulté- 
rieurement. L'importance des corrélations deux à deux (écarts aux formules 
(8.43) ou (8.44)) est d’autant plus grande que les points 1 et 2 sont plus 
près l’un de l’autre. À titre d'exemple, la figure 8.1 représente l’allure 
des variations du rapport n12/n1n2 en fonction de la distance riz pour 
les molécules d’un liquide ; les oscillations de cette courbe représentent 
une tendance vers un certain ordre à courte distance ; la valeur zéro pour 
T12 = 0 correspond aux violentes forces de répulsion entre molécules à très 
courte distance. Au contraire, à très grande distance, les corrélations sont 
négligeables. On peut appeler longueur de corrélation une longueur L, telle 
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que pour riz > Le on ait ni2 = nino. Nous avons vu dans la section 1.4 
que dans les plasmas, la courbe représentant n12/n1n2 est monotone et 
que la longueur de Debye A, est la longueur de corrélation. 


Nan 


Figure 8.1 : Corrélations binaires de position dans un liquide. 


8.3.3 Fonctions de distribution et densités multiples 


Les définitions données ci-dessous se généralisent facilement. À partir de D on peut 
définir la fonction de distribution et la densité triples : 


fs = NW = D ON -2) | Darang. dry dun (8.45) 


n123 = Î fi23 dwi dw2 dw3 (8.46) 
les fonctions quadruples, etc. La dernière est : 


fiz..n=N!D (8.47) 


8.3.4 Systeme d’équations de BBGKY 
a) Equation d’évolution de fı 


En multipliant l’équation de Liouville (8.26) par N et en Vintégrant sur 
les variables Tz, W2,...,7N, wn on obtient l'équation d’évolution de f1. Ce 
calcul est développé dans l’appendice A8-2 et conduit au résultat suivant : 


Of, | 
rwr- = 5 
ot OT; M ôw 


df, X Of X Of 
Tea 1 + 1. 1 +f 12. 1 
m Ow 


 dradu =0 (8.48) 
1 
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On peut pour discuter la signification des divers termes de cette équation 
la récrire sous la forme : 


oh _ — Of: Xi Oh 
ne ar pax + FU) (8.49) 
avec : 
Xp ð 
B(fi2) = — ae Ma ayy don (8.50) 
m Ow; 


Sous cette forme elle exprime que la variation, en un point donné du gaz, de 
la fonction de distribution est donnée en fonction du temps par la somme 
de trois termes : 

e Le premier terme, — Ùi- Of; /O77, exprime l'influence des phénomènes 
de diffusion ; wy est la vitesse des molécules et Of ,/O7Ty est le gradient 
de la fonction de distribution dans l’espace des positions. Considérons la 
figure 8.2 où nous avons représenté un état de fluide dans lequel il existe 
des molécules dans la région qui a été hachurée, et aucune molécule dans 
le reste de l'enceinte. Du fait des vitesses des molécules représentées par 
des flèches sur cette même figure, cet état va évoluer, les molécules vont 
diffuser vers les régions vides, et au bout d’un certain temps le gaz tendra 
vers un état homogène. Le terme de diffusion écrit dans l’équation (8.49) 
est l’expression mathématique de ce phénomène ; il s’annule si la vitesse 
des molécules est nulle, ou si le gradient dans l’espace des positions est 
nul. 


Figure 8.2 : Évolution de fı par diffusion. 


e Le deuxième terme, AX /m)-8f1/8wi, exprime l’action des forces 


=> 
appliquées. X1/m est l’accélération qui est imposée aux molécules par 
des forces d’origine extérieure au gaz, c’est-à-dire le rapport de la force 
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extérieure agissant sur une molécule à la masse de celle-ci ; par exem- 


zy 
ple, si la seule force appliquée est la pesanteur, X,/m est un vecteur 
dirigé verticalement vers le bas et égal à l’accélération de la pesanteur. 
Si les molécules sont électriquement chargées (charge q) et placées dans un 


— 
champ électrique E, on a: 
Xi/m=qE/m (8.51) 


ôf:/Owi est le gradient de la fonction fı dans l’espace des vitesses ; sous 
l’action des forces imposées, les vitesses des molécules varient ; ces forces 
tendent donc à faire varier la fonction de distribution des vitesses. Le 
terme correspondant s’annule donc si X est égal à zéro ; il s’annulerait si 
Of ,/Ow{ était nul, ce qui voudrait dire que dans l’espace des vitesses, les 
molécules seraient réparties uniformément ; l’action des forces extérieures 
aurait alors pour conséquence d'effectuer une translation des axes de cet 
espace ; ceci ne donnerait aucun changement à l'expression de fı si fı était 
indépendant du vecteur w. 

e Enfin, le troisième terme B représente, de façon non explicite ici, 
l'influence des interactions entre particules. 


b) Équation d'évolution de fiz 


En effectuant le même calcul, mais avec une intégration de moins, on peut 
obtenir (cf. [297], [98]) l'équation d'évolution suivante pour fiz : 


=> — > — 
Terah SE cy: Sig ae Dig Saree Oh 


T1 ôêT2 K OW, a aws 
XxX: XxX. 
+f Sah Sista dus + f “PB. Aha drs dus = (8.52) 


où les deux derniers termes représentent l'effet des interactions triples. 


c) Systéme d’équations de BBGKY. Méthodes de fermeture 


Les équations (8.48) et (8.52) forment un système indéterminé ; la première 
ne permet de déterminer f; que si on connaît fio et la deuxième de 
déterminer fı2 que si on connaît f123. On pourrait écrire une équation 
d'évolution pour f123, mais elle ferait apparaître f1234, etc. 

À partir de l’équation de Liouville, on obtient donc, par la méthode 
ci-dessus, dite méthode “régressive”, un système de N équations plus sim- 
ples, mais couplées de proche en proche ; ce système est appelé système 
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de Born-Bogolioubov-Green-Kirkwood-Y von, ou plus simplement système 
BBGKY. Pour pouvoir l'utiliser pratiquement, il faut l’arrêter à un stade 
quelconque, en faisant une hypothèse simplificatrice sur l’une des fonctions 
de distribution, d'ordre plus ou moins élevé. On arrive ainsi à obtenir un 
système déterminé. 

Les méthodes de fermeture les plus simples du système BBGKY. pro- 
posées par divers auteurs conduisent à donner des expressions approchées 
de B(fi2) dans lesquelles ne figure plus que la fonction de distribution 
fı ; les diverses équations d'évolution ainsi obtenues correspondent à des 
approximations différentes et s’appellent : 


e équation de Boltzmann sans second membre 

e équation de Liouville à une particule (cf. section 8.4.1) 
e équation de Vlasov (cf. section 8.4.2) 

e équation de Boltzmann (cf. section 8.4.3) 

e équation de Fokker-Planck (cf. chapitre 13) 


e équation de Landau, Rosenbluth, Mac Donald et Judd (cf. chapi- 
tre 13) 


e équation de Balescu (cf. chapitre 13) 


Les plus importantes de ces équations sont l’équation de Boltzmann 
et l’équation de Vlasov : l'équation de Boltzmann s'applique aux gaz neu- 
tres ou faiblement ionisés (collisions binaires dominantes) et l'équation de 
Vlasov aux plasmas (interactions collectives dominantes). Les quatre sui- 
vantes sont des variantes plus sophistiquées de l’équation cinétique des 
plasmas qui tiennent compte des collisions coulombiennes en plus des in- 
teractions collectives décrites par l’approximation de Vlasov. 


8.4 Equations cinétiques d’un gaz pur 


8.4.1 Équation de Liouville à une particule 


L’approximation la plus simple et la plus brutale que l’on peut faire dans 
(8.49) consiste à négliger purement et simplement les interactions entre 
particules. En faisant donc B(f12) = 0 on peut l'écrire sous la forme : 


of» Oh, Xi, oh 


=0 8.53 
Ot | O7 M OM ( ) 
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L’équation ainsi écrite est l'équation de Boltzmann sans second mem- 
bre ; elle est d’ailleurs formellement identique à une équation de Liouville à 
une seule particule. Elle est utile pour décrire l’évolution d’un gaz de parti- 
cules chargées dans un champ électromagnétique d’origine extérieure ; elle 
suppose évidemment que les particules sont en densité assez faible pour ne 
pas modifier ce champ extérieur ; elle ne fournit pas plus d’informations 
que l'étude générale des trajectoires des particules, mais elle permet de 
traiter statistiquement un grand nombre de trajectoires correspondant à 
des conditions initiales différentes. La distribution de ces conditions ini- 
tiales est représentée par les valeurs de f;(77, W1) à l'instant initial. 

L’équation de Boltzmann sans second membre est utilisée notamment 
dans les domaines suivants : 

— trajectoires des particules dans la magnétosphère ; 

— accélérateurs de particules, sources d’ions ; 

— machines à plasma pour la fusion contrôlée (régimes à basse densité, 
problèmes d'injection). 


8.4.2 Équation de Vlasov 


Quand la densité des particules est telle que l’on ne peut plus négliger 
les interactions, l'hypothèse la plus simple que l’on puisse faire consiste à 
négliger les corrélations entre particules. Dans B( f12) on peut alors poser : 


fie = fi fe (8.54) 


Nous avons vu que cette approximation est toujours valable si les points 1 
et 2 sont assez éloignés l’un de l’autre. D’après la discussion de la section 
1.4 nous avons vu que dans les plasmas les interactions lointaines sont 
effectivement dominantes. L’introduction de la condition ci-dessus dans 
B(f12) revient à ne tenir compte, dans la dynamique du plasma, que de 
ces interactions lointaines collectives. 

En supposant de plus que le plasma est non relativiste on peut ne 


retenir dans Xiz que les interactions électrostatiques ; Xi ne dépendant 
donc pas des vitesses on obtient en combinant (8.50) et (8.54) : 


z3 
E; étant le champ de charge d’espace défini par la formule : 


=} = 
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En reportant (8.56) dans (8.55), on obtient finalement : 


= 
hi pCi es et i pi 20 (8.57) 
or; M ðw 
L’équation ainsi décrite est l'équation de Vlasov. Elle est formellement 
identique à léquation de Boltzmann sans second membre, à condition 
d'inclure, dans les forces appliquées aux particules, les champs macro- 
scopiques produits par le plasma ; elle permet donc d’étudier, de façon 
self-consistente, les mouvements collectifs d’un gaz de particules chargées 
relativement dense. 

L’équation de Vlasov est l'équation cinétique fondamentale de la théorie 
des plasmas. Physiquement elle consiste à ne tenir compte, dans les in- 
teractions qui déterminent les trajectoires des particules, que des inter- 
actions collectives, c’est-à-dire de l’action sur chaque particule chargée 
du champ “moyen” de charge d’espace créé par les autres. Il faut bien 
souligner qu’une telle équation “self-consistente” est en fait non linéaire : 
bien que son écriture paraisse semblable à celle de l'équation de Boltz- 
mann sans second membre, elle en diffère par le terme d'interaction 


1E + wl x Bi]: = qui est en fait quadratique par rapport à la fonc- 
tion de distribution Te rie, comme on le voit en tenant compte de 


l’expression qui définit E. 


8.4.3 Équation de Boltzmann 


Pour obtenir l’équation de Vlasov, nous avons réduit les phénomènes d’in- 
teraction entre particules à des champs collectifs produits par les charges 
d'espace et les courants. On peut au contraire faire l’hypothèse extrême 
inverse, que les phénomènes d'interaction sont des collisions binaires et bru- 
tales, et qu'entre deux collisions les particules ne sont soumises à aucune 
force et suivent une trajectoire rectiligne. Ce modèle est celui de la théorie 
cinétique classique des gaz neutres, et il a permis bien avant l'établissement 
du système BBGKY d'obtenir pour fı l'équation d'évolution dite de Boltz- 
mann ; les démonstrations élémentaires [95], [99] de cette équation ne 
mettent pas toujours en relief les approximations faites ; il est préférable 
en suivant Yvon [100] de rattacher l'équation de Boltzmann à l'équation 
générale (8.48) de la façon suivante : 

e On suppose (hypothèse A) que la densité est assez faible vis-à-vis 
des forces d'interaction pour qu'on puisse négliger les termes d'interaction 
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triple : on écrira donc (8.52) sous la forme : 


hr LS = fi 

Ofi2 , — Ofi2 — fiz |, X1+ X12 Ofi2  X2+ Xa1 Ofie 
PES FES pe saa T 

ðt OTI OTe m Ow m ðw 


(8.58) 
Remarquons que le système des deux équations (8.48) d'évolution de fı et 
(8.58) dans laquelle f123 a disparu est maintenant parfaitement déterminé. 
On peut faire un pas de plus : moyennant certaines hypothèses complémen- 
taires nous allons, à partir de la deuxième, exprimer B( f12) en fonction de 
fi et obtenir ainsi une équation cinétique déterminée ne faisant intervenir 
que la fonction de distribution simple. 

e On suppose que les forces sont à court rayon d’action (hypothèse B), 
c’est-à-dire fortes pour r12 inférieur à une certaine valeur R et négligeables 
si r12 > R; R est la portée des forces d’interaction. Dans ces conditions, 
l'intégrale B(f12) peut être calculée en limitant le volume d'intégration sur 
la variable 72 à une sphère S de rayon R centrée sur le point 77. Faisons 
donc le changement de variable 


Tenn (8.59) 


L’équation (8.58) devient : 


CHERE ahe à (ue ay. Ofte R + Xia Of Xat Xai he =0 
dt Ory or’ m Ow] m dw 


(8.60) 
Multiplions-la par dr dus et intégrons pour 7° sur le volume de la sphère 
d'interaction S et pour W sur tout l’espace des vitesses. Le dernier terme 
donne un résultat nul à la seule condition que la force extérieure a et la 


=—_ 
force d’interaction X21 satisfassent à la condition (8.144). 
e Dans l’avant-dernier terme on suppose que la force extérieure est 


oy 
assez faible pour que l’on ait à l’intérieur de la sphère d'interaction X} << 


Xiz (hypothèse C}. Cette hypothèse est physiquement très raisonnable : 
pendant une collision, il y a des forces d'interaction très intenses. 

e On suppose enfin que les variations temporelles et spatiales de fj. sont 
assez lentes pour que les deux premiers termes soient négligeables devant le 
troisième. Plus précisément f12 dépend essentiellement du vecteur position 
relative T° et il est évident que si les points rj et Tz sont à l’intérieur d'une 
sphère d'interaction, on a |0f12/9 F| ~ f12/R (variation très importante 
de fi2 pour des changements de distance relative de l’ordre de la portée 
des forces). Nous sommes donc amenés, pour pouvoir négliger les deux 
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premiers termes, à poser : 


es 


|R < fie (hypothèse D) (8.61) 


dfiz 
at 


où 7 = Alw2 — w|} représente en ordre de grandeur la durée d’une 
interaction binaire. Autrement dit, les variations spatiales et temporelles 
de f12 doivent être lentes à l’échelle de la portée des forces et de la durée 
d’une collision. On obtient donc finalement : 


B(fw) = Il (wz — wi): u dr dwz (8.63) 


= Jo Sigg V: (a =W) fiz dr dwr 


T < fig (hypothèse E) (8.62) 


On peut encore transformer cette intégrale en une intégrale de surface 
étendue à la surface X de la sphère : 


Bha) = | fb ii) fiz dE dur (8.64) 
2 


TW étant le vecteur unitaire porté par la normale sortante à X. Pour calculer 
cette intégrale, on effectue d’abord l'intégration sur la sphère © ; w3 — wi 
étant alors constant, on peut partager la surface en deux demi-sphères par 
le plan perpendiculaire à w3 — wi (Fig. 8.3). Sur la demi-sphère B le calcul 
porte sur deux particules qui viennent de se rencontrer. On pose donc : 


BGG) = J Gironins (8.65) 

avec : 
se T meun jui (8.66) 
SB = | (E-P he dE (8.67) 


Pour calculer S4 on fait l’hypothèse (hypothèse F) qu’au moment où 
une particule pénètre dans S il n’y a pas de corrélation, c’est-à-dire qu’on 
a : 


fie = fi fe (8.68) 


Montrons que cette hypothèse dite du “chaos moléculaire” suppose que 
le gaz étudié est en régime de fluide quasi continu (cf. appendice A8-3) 
défini par la condition : 
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Figure 8.3 : Sphère d'interaction dans une collision. 


£&h (hypothèse F) (8.69) 


où £ est le libre parcours moyen et h la longueur de gradient hydrodyna- 
mique. Pour le comprendre il suffit de se reporter à la figure 8.4 où sont 
représentées les trajectoires Kı Lı Mı, K2L2 Mə des deux particules 1 et 2 
qui entrent en collision en M1, M au voisinage du point 77. Les points Li. 
et Lo, points de sortie de leurs collisions précédentes, sont distants l’un de 
l’autre de LiL2 ~ £ >> R. En ces points la règle de non-corrélation (8.43) 
s'applique. En passant de L1, D2 à My, M la fonction de distribution f12 
se conserve : en effet l'équation d’évolution de fiz s’écrit, si Pon néglige les 
interactions triples, sous la forme (8.58) qui est une équation de Liouville à 
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deux particules, et d’après le théorème de Liouville fig se conserve le long 
des trajectoires dynamiques. Il faut donc, et il suffit, pour que la condition 
(8.43) s'applique aux points M1 et M2, que le produit f1f2 ait peu varié 
sur une distance de l’ordre du libre parcours moyen £, ce qui s'exprime 
bien par l'hypothèse F annoncée. 


K, L, 


Figure 8.4 : Chaos moléculaire en régime de fluide quasi continu. 


On peut donc dans les régimes de fluide quasi continu éliminer la densité 
double dans S4 en écrivant compte tenu de (8.43) : 


Ce l DR Ad (8.70) 


Pour calculer Sg on ne peut évidemment pas utiliser (8.43) mais on 
peut s’y ramener moyennant quelques hypothèses supplémentaires. Re- 
marquons tout d’abord que l'équation (8.58) d'évolution de fi2, écrite 
sans tenir compte des interactions triples, n’est autre qu’une équation de 
Liouville pour un système à deux particules. D’après le théorème de con- 
servation de la densité en phase le long du mouvement, on peut affirmer 
que la fonction f12 a gardé pour les particules qui sortent sur B la valeur 
qu’elle avait quand elles ont pénétré dans la sphère S. Nous pouvons donc 
écrire pour tous les points de B : 


fo = fi fa (8.71) 


en désignant par a et A les valeurs correspondant aux points d'entrée 
M . Le mouvement est représenté sur la figure 8.3 dans le plan de la trajec- 
toire relative. Nous supposerons maintenant que les forces d'interactions 
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sont des forces centrales indépendantes de la vitesse (hypothèse G) ; nous 
avons supposé par ailleurs que les forces extérieures sont négligeables pen- 
dant une collision (hypothèse C). 

Dans ces conditions, l’ensemble des trajectoires relatives jouit des deux 
propriétés suivantes : 

— la courbe transformée d’une trajectoire par une rotation quelconque 
est également une trajectoire ; 

— une même trajectoire peut être décrite dans les deux sens moyennant 
l'inversion du vecteur vitesse. 

La première propriété est évidente. La deuxième, qui l’est presque au- 
tant, résulte du fait que l’on peut inverser le sens du temps dans l’équation 
des trajectoires [cf. formule (3-22)]. En combinant ces deux propriétés, on 
peut associer à la trajectoire M M la trajectoire Mı M’ partant de M: 
diamétralement opposé à M et se terminant en M’ diamétralement op- 
posé à M les vitesses en M2 et M” étant respectivement égales aux 
vitesses en Mı et M’. On suppose enfin que les fonctions de distribution 
simples varient peu en fonction de la position à l’échelle des dimensions de 
la sphère S : ceci est en fait une autre forme de l’hypothèse D. 

On peut donc remplacer l'intégrale (8.67) en tenant compte de (8.71) 
et des remarques ci-dessus par l’expression : 


D-[-@-mri18 (8.72) 


en appelant maintenant fj et f} les expressions des fonctions de distribu- 
tion relatives au “point de sortie” M’ associé à M1. Le signe moins vient 
du fait que les valeurs de wz — wi - n en Mı et Mə sont opposées : en 
rapprochant les résultats (8.70) et (8.72) on obtient finalement l'équation : 


Bf) = | (fifa- fifa) (G-). WdE dug (873) 
A 
qu’on peut encore écrire sous la forme équivalente : 


B(fia) = f (FH fifa) 9 Eo dwn (8.74) 


où dD, est la projection de dE sur le plan perpendiculaire à W3 — wi. 
Dans cette écriture, le terme d'interaction se présente sous la forme d’une 
intégrale étendue à toutes les particules qui vont faire une collision ; g 
désigne le module de la vitesse relative avant la collision et di, un élément 
de surface dans le plan perpendiculaire à la vitesse relative initiale W3 — W7 : 
on passe de (8.73) à (8.74) en remarquant que l’on a: 


(R - T) R d2 =~ ga, (8.75) 
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On peut d’ailleurs expliciter dX, sous l’une des deux formes équivalentes : 
dE = a(x, 9) dQ = pdp dy (8.76) 


en désignant par o(x)dQ la section efficace différentielle de collision élas- 
tique (cf. section 3.3), par p le paramètre d’impact habituel et par y un 
angle polaire dans le plan perpendiculaire à w3 — w1. On obtient finalement 
l'équation d'évolution de fı sous la forme : 


əfi ôf X ðh 
1° — + £ — 
ot ð Ti m ðwi 


= J(fi) (8.77) 


avec pour le terme de collisions J( fı) Pune des deux expressions équiva- 
lentes : 


IGN I (LE R TA (8.78) 
IE / (ff, — fi fa) g olx, p) dO dun (8.79) 


8.4.4 Propriétés de l’équation de Boltzmann 


Les hypothèses faites pour la démonstration de l’équation de Boltzmann 
montrent qu’il est raisonnable de l'utiliser quand les forces d'interaction 
sont à courte portée. Elle a été utilisée très largement pour étudier les 
propriétés des gaz neutres assez dilués. Nous verrons au chapitre 12 qu'elle 
permet également d'étudier, dans les gaz partiellement ionisés, les interac- 
tions électron-molécule et ion-molécule. Les propriétés générales de cette 
équation sont les suivantes : 

— c'est une équation locale ; 

— elle conserve les densités locales macroscopiques des particules, de la 
quantité de mouvement et de l'énergie cinétique ; 

— elle est non linéaire et décrit une évolution irréversible du gaz vers 
l'équilibre thermodynamique local. 


a) Caractère local 


On remarque que l’équation de Boltzmann est une équation locale en ce sens que pour 
décrire l’évolution de la fonction de distribution f1(71,w1,t) au point 77, son terme de 
collision (8.79) n’introduit que des valeurs de fı au même point 71 de l’espace (f{, f2, få 
sont des valeurs de fı pour diverses valeurs du vecteur W, mais toutes au même point 
TT). Ce caractère local de l'équation s’est introduit quand on a négligé dans le calcul du 
paragraphe précédent les variations de fı à l’intérieur de la sphère d'interaction. Tout 
se passe dans cette équation comme si le milieu était homogène. L'équation de Boltz- 
mann ne peut donc pas décrire certains phénomènes associés aux variations spatiales 
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du milieu, tels que par exemple les effets hydrodynamiques de la pression interpar- 
ticulaire [cf. formule (9.42)]. Dans les gaz dilués on peut cependant l'appliquer à des 
situations non homogènes à condition que les collisions restent assez importantes ; plus 
précisément, il faut que le libre parcours moyen des particules soit plus court que la 
longueur caractéristique des variations macroscopiques des propriétés du milieu. Dans 
ces conditions, les temps d'évolution par collisions de fı sont beaucoup plus rapides 
que les temps d'évolution hydrodynamiques : il y a en quelque sorte découplage entre le 
processus rapide d'évolution locale de fı et l’évolution hydrodynamique plus lente du 
milieu. 


b) Propriétés de conservation : invariants intégraux 


Dans l'écriture des équations hydrodynamiques nous rencontrerons (cf. 
section 9.2) des termes de la forme : 


CAGE) = f AG Ih) du (8.80) 


qui représentent, dans l’équation de transport de la grandeur A, le terme 
de source dû aux collisions. On montre facilement que l’on a: 


C[1]=0 (8.81) 
C[muw]=0 (8.82) 
C [mw?/2] = 0 (8.83) 


Pour cela on commence par établir, à partir des propriétés de symétrie 
et de réversibilité des collisions (cf. problème P8-3), la formule générale : 


CLAGE) =} f A) + A) - A) ~ AG) J) dun (8.84) 


Cette formule montre que pour toute grandeur A(W ) telle que la somme 
A(w ) + A(w2) se conserve dans une collision, l’intégrale de source macro- 
scopique correspondante (8.80) est nulle. Le cas A = 1 est trivial et les cas 
A=mw et À = mw?/2 dérivent des lois fondamentales de la mécanique. 

On dit que les fonctions 1, mw et mw?/2 sont des invariants intégraux, 
ce qui s’exprime par les trois lois (8.81) à (8.83). On peut d’ailleurs montrer 
(cf. problème P8-3 ou [101]) que ce sont les seuls invariants intégraux en ce 


sens que tout invariant intégral scalaire P(w ) est une combinaison linéaire 
des trois invariants précédents, c’est-a-dire une fonction de la forme : 


mw? 


2 


Y=a+b.ma te (8.85) 
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Remarquons que cette formule contient comme cas particulier les compo- 
santes Wr, Wy, Wz et que d'autre part, la formule (8.80) étant linéaire, on 
peut fabriquer une infinité d’invariants vectoriels (tel que mw) ou ten- 
soriels, à la seule condition que toutes les composantes de ces vecteurs ou 
tenseurs soient des scalaires de la forme (8.85) (cf. problème P8-3). 


c) Non-linéarité et irréversibilité 


Le caractére non linéaire du terme de collision de Boltzmann est évident 
sur la formule (8.79). A cette non-linéarité est associé un comportement 
irréversible du gaz : l'équation de Boltzmann tend à ramener l’état du 
fluide vers l’état d'équilibre thermodynamique décrit par une distribution 
maxwellienne. 

Nous nous placons pour discuter cette irréversibilité dans le cas d’un 
gaz homogène ; en l'absence d’une force d'origine extérieure l'équation de 
Boltzmann s’y écrit : 

oft 


a — 74) (8.86) 


On vérifie facilement que cette équation admet pour solution stationnaire 
toute fonction maxwellienne de la forme : 


M = Ae" = n(m/2rkT)#/26-mu°/2kT (8.87) 


où À et B sont deux constantes arbitraires et où la deuxième écriture 
explicite A et B en fonction de la densité n et de la température cinétique 
T. En effet M satisfait séparément aux deux conditions : 


OM 
———— = 8. 
0 (8.88) 
qui est évidente et : 
J(M) = 0 (8.89) 


Pour vérifier cette dernière condition, il suffit de remarquer que l’on a dans 
toute collision , f 

w? +w = wr + wy (8.90) 
d’où l’on déduit d’après les propriétés des exponentielles : 


Mi Mz = MM, (8.91) 


de sorte que d’après (8.84) J( M1) est bien nul quelle que soit a(x). 

On peut d’ailleurs montrer (cf. problème P8-4) que la solution station- 
naire la plus générale de (8.89) est une maxwellienne “déplacée”, c’est-a- 
dire une fonction de la forme : 


> =? 
eae Ur) (8.92) 
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où A, B et & sont trois constantes arbitraires ; elle se déduit donc de la 
maxwellienne (8.87) par un changement de repère quelconque. 

Cela étant, on peut montrer que si l’état initial du gaz est une fonc- 
tion homogène, arbitraire quelconque non maxwellienne, le gaz évolue 
sous l'effet des collisions (et en l'absence de force extérieure) vers un état 
d'équilibre maxwellien décrit par une fonction du type (8.92). Pour cela 
on introduit la fonction : 


H= / fin f dw (8.93) 
L’équation de Boltzmann permet d’établir le théorème H, qui dit que la 


fonction H ne peut que décroitre (ou être constante) lorsque le temps t 
croît, soit : 


dH 
= <0 (8.94) 
En effet on a: ae ə 
T= g infa (8.95) 
= f 1P infdw+ | au (8.96) 


Le deuxième terme s’annule à cause de la conservation de la densité (1 est 
un invariant intégral). On peut donc écrire compte tenu de (8.84) : 


fife 
fih 
On vérifie immédiatement que le produit entre crochets est toujours positif 
et donc que l’on a bien 0H /ôt < 0. 

Le théorème H décrit une évolution irréversible du gaz vers l'équilibre 
thermodynamique représenté par une solution stationnaire : si la fonc- 
tion initiale n'est pas une solution stationnaire on a ff) # fif} et par 
conséquent 0H /ðt < 0. Cette évolution ne peut s'arrêter que lorsque f 
est devenue maxwellienne car l’on a alors fifo = fifi et par conséquent 
OH /ôt = 0. Cet état d'équilibre n’est en fait atteint de manière exacte 
qu’au bout d’un temps infini ; on peut cependant, par diverses méthodes, 
définir un ou plusieurs temps de relaxation qui précisent la vitesse de cette 
évolution. Nous verrons dans la section 12.3 des exemples de calculs de ces 
temps de relaxation. 

Notons que la fonction H est étroitement associée à l’entropie. La fonc- 
tion 


dH _ 1 
dt 4 


f site fin | so sin x dx dun dur (8.97) 


S=-H (8.98) 
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peut être considérée comme la densité d’entropie [308, chapitre 6]. Le 
théorème H ne fait alors qu’exprimer la croissance de l’entropie dans 
l’évolution irréversible vers l’équilibre thermodynamique. 

Les propriétés de non-linéarité et d’irréversibilité peuvent sembler en 
contradiction avec les lois fondamentales de la mécanique qui, comme on 
peut le voir sur l’équation de Liouville, s'expriment par des équations liné- 
aires et reversibles par rapport au temps. Une importante littérature a été 
consacrée à la solution de ce paradoxe : elle a montré que l’irréversibilité est 
liée au caractère incomplet de l'information contenue dans fı. On pourra se 
reporter à [98, p. 319] pour une introduction plus détaillée à ce problème. 


8.5 Equations cinétiques des mélanges 


8.5.1 Fonctions de distribution 


Dans ce paragraphe, nous allons généraliser les équations données dans les paragraphes 
précédents, de façon à les appliquer à un gaz constitué de plusieurs espèces de particules. 

Supposons, par exemple, que le récipient enfermant le gaz contienne À particules 
de type a et B particules de type b. Désignons par dQa, dQ» les éléments de volume des 
espaces de phase à 6A et 6B dimensions, relatifs chacun à une seule espèce de particules. 
Par définition, nous désignons par d{dA, la probabilité que le système ait son point 
représentatif à l’intérieur de l’élément de volume dQadQy. 

Les fonctions de distribution simples relatives aux particules de type s (s = a ou b) 


sont définies par la formule : 
dAa dQ 
(ati po (8.99) 
drii dwi1 


où J est le nombre total de particules de type i. 
Les fonctions de distribution doubles relatives aux particules de type i et j (i et j 
= a ou b) sont définies par les formules : 


faa = I(1- nfo se T (8.100) 


dra dwa driz dwi2 dwi dri2 dwi2 


dla dQy 
jig =J D (ižj 8.101 
fine i; sa WFD (8.101) 
Les densités simples et doubles s’en déduisent par intégration : 
ni = J fa dwi (8.102) 
Nij12 = / Ffigi2 dwi dwja (8.103) 


nij12 est donc proportionnelle à la probabilité de trouver une particule de type i au 
point 1, et une particule de type j au point 2. 
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8.5.2 Équations cinétiques 


L'écriture de l'équation de Liouville sous la forme (8.18) en fonction de variables con- 
juguées est évidemment valable méme s’il y a plusieurs espéces de particules. Pour 
expliciter ’équation avec les variables 7 et w il suffit de grouper dans (8.26) les ter- 
mes relatifs respectivement aux particules de type a, ou b. L’équation (8.26) devient 
alors : 


aD y _, ôD —, aD 
ot = a? z 1 re 


= = => 
Xai + D Xaaij + 2; Xabij ; ðD 


+% = re 


i 


> = > « > 
Aoa tE a 92 


mx OWbi 


= 0 (8.104) 


i 


Dans ces formules Xai désigne la force d’origine extérieure agissant sur une particule 
de type a placée au point i et Xabij désigne la force exercée par une particule de type b 
placée au point j sur une particule de type a placée au point i. En multipliant (8.104) 
par 
dQ, dQ 
A a b 


8.105 
dral dwal ( 0 ) 


et en intégrant, on obtient, par des calculs analogues à ceux faits au paragraphe 8.4.4 
a), l'équation d'évolution suivante pour fai : 


hae ,— fe Xar far 


.—— =B +B 8.106 
OL + Wal or + mis pe (faa12) (fabi2) ( ) 
avec : 
X Of. 
B( faai2) = -f mest? . = dra2 dwa2 (8.107) 
Ma Owai 


———— 
Xab12  Ofabi2 


Ma OWal 


B(fabiz) = drez dwye (8.108) 


Par une intégration de moins on obtient ]’équation de fis12 (Ou faai2) 


fe] ð ô 
Jab12 ARE degit Jaa lens 
ot Oral Ore2 


> >> > — 
+XaitXop2 . fan + Xb2+Xba21 , Pfasi2 
me awal me aW 


= Ti23(faba123) + Tia (fatbi23) + T23(faba123) + T23(fabb123) 


Les divers termes T sont des intégrales représentant les interactions triples analogues à 
celles qui figurent dans (8.40). 
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8.6 Théorie des gaz réactifs (effets des 
collisions inélastiques) 


8.6.1 Introduction des collisions inélastiques 


Dans tout le début de ce chapitre, nous avons considéré un gaz ou un 
plasma comme un ensemble dilué de particules, interagissant entre elles 
par des forces (ne dépendant en général que des positions) et n’effectuant 
de ce fait que des collisions élastiques. Or nous avons vu dans le chapitre 
4 que les particules d’un gaz peuvent effectuer, dès que le gaz est un peu 
chaud, une grande variété de collisions de type inélastique. L'introduction 
des collisions inélastiques dans la théorie de ces gaz, ou plasmas réactifs, 
se fait en général au niveau de l’équation cinétique d'évolution de fi, ou 
des équations hydrodynamiques. Au niveau de la théorie cinétique, nous ne 
considérerons que des collisions binaires, donc de la forme générale 12/34... 
c’est-a-dire : 

1+2>3+4+... (8.109) 


On peut, pour cette famille de collisions, généraliser la notion de section 
efficace différentielle (cf. appendice A8-4). 


8.6.2 Collisions du type 12/34. Equation de Boltzmann 


Considérons maintenant le cas où la collision est binaire non seulement 
avant mais aussi après le choc, c’est-à-dire du type 12/34. Dans ce cas, 
la description des phénoménes dans le systéme du centre de gravité est 
particuliérement simple : dans ce syteme la quantité de mouvement totale 
est nulle avant comme après le choc ; avant la collision les deux particules 
se : a — — 
sont animées (Fig. 8.5) de deux quantités de mouvement mw et mow 
4 2 : — — , 
égales et opposées, de sorte que les vitesses wi et wz sont opposées et leurs 
valeurs absolues dans le rapport inverse des masses correspondantes ; si 
l'on introduit le vecteur vitesse relative 912 on peut encore écrire : 


MW = M2W2 = H12912 (8.110) 


où {442 est la masse réduite du système 12. Après la collision, la situation 
est analogue ; le nouveau vecteur vitesse relative est : 


— Ff 7 
934 = W3 — W4 (8.111) 


et l’on a : 
M3W3 = MAU4 = 134934 (8.112) 
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L’effet de la collision a donc été de faire tourner le vecteur vitesse relative : 
si l’on prend comme axe le vecteur initial gj, la position du vecteur final 
Gio est définie par les deux angles polaires x (déviation) et y (azimut). Le 
module du vecteur vitesse relative a également changé puisque l’on a : 


1 


1 
5 H3494 = 5412972 +Q (8.113) 


Les angles polaires x et y déterminent donc la configuration après la 
collision et l’on peut définir une section efficace différentielle : 


a33 (X P) dQ = of3(x, p) sin x dx de (8.114) 


Wa 


Figure 8.5 : Collision inélastique 12/34 : système du centre de gravité. 


Ceci étant, on peut à partir de la formule (8.121) calculer le terme, 
dû aux collisions 12/34, qui apparaît au deuxième membre de l'équation 
cinétique d'évolution de fı. Plus précisément, on peut écrire, en tenant 
compte à la fois des collisions 12/34 et de leurs inverses : 


of | 
= T+ Jai , 
( Ot Deon au on 1 dwi ri dw (8 115) 


Dans cette formule T] dw; représente le nombre de particules qui par 
unité de temps et de volume dr sortent de l’élément volume dw, centré 
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sur wi du fait des collisions 12/34 ; on obtient donc ce terme en fixant Wi 
dans (8.121) et en intégrant sur x, y et We : 


r= f f [nt nt) oox) sin x dx dydw (8.116) 


Pour des valeurs données de wi, W3, x et w, les particules 3 et 4 ont après 


— 
la collision des vitesses w et w, parfaitement déterminées. 

Le terme Tfdwi représente les particules 1 qui apparaissent dans dw, 
par la réaction inverse 34/12 : les collisions correspondantes sont inverses 
des collisions qui figurent dans (8.115) ; partant de deux particules 3 et 4 


— => 
avec les vitesses initiales w3 et w on obtient après les déviations -y, —p 
deux particules 1, 2 de vitesses w1, W3 ; on peut donc écrire le nombre de 
particules qui passent de dw} dw‘, dans dw, dwe sous la forme : 


12,7 1 r A ? 1 7 
034934: “Xs —P) 934 fa(ws) fa(w4) sin x dx dy dwg dur (8.117) 

On admet généralement la relation dite de microréversibilité : 
034 (9341 —X, —P) Gq du, dus, = ofa (912, Xs P) 12 dwi du (8.118) 


Les conditions de validité de cette relation ne sont pas faciles à préciser 
(cf. [285]) ; quoi qu’il en soit, si on l’admet on peut écrire : 


— — 
ri = SS SER onxa sin x dx dp du (8.119) 
d’où finalement de façon plus condensée : 


ð 
( A a 122% 


[| [ER htsa sin x dx dydw (8.120) 


Dans cette formule fi et f{ désignent les valeurs prises par f3 et f4 pour les 


vitesses finales wh et wi déterminées par les conditions initiales wy et we et 
les valeurs de x et y. La relation (8.120) généralise, en l’étendant aux colli- 
sions inélastiques, l'équation de Boltzmann (8.77) obtenue précédemment 
pour les collisions élastiques. 


8.6.3 Collisions 12/14 et 12/114 avec mı < Ma, M4 


On rencontre souvent le cas où l’une seulement des particules en jeu est transformée 
(2 — 4) cependant que l’autre particule 1 se retrouve dans le même état d'énergie 
interne. C’est par exemple le cas dans les réactions d’excitation par choc électronique, 
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ionique ou atomique. On doit alors modifier les résultats du paragraphe précédent pour 
tenir compte de l’indiscernabilité des particules. Un cas analogue est celui des collisions 
de type 12/114 dont le prototype est la collision ionisante e, A/e, A+, A. Remarquons 
enfin que l’électron étant beaucoup plus léger que l’atome cible À, on peut négliger dans 
l'analyse de ce type de collision la vitesse des particules lourdes A et At (modèle de 
Lorentz). Tous ces cas particuliers sont discutées dans l’appendice A8-4. 


8.7 Appendices 


A8-1 Particules chargées dans un champ 
électromagnétique 


a) Hamiltonien d’une particule 


Un champ électromagnétique quelconque est défini par la donnée en tout point de son 
potentiel vecteur A et de son potentiel scalaire y ; les champs électrique et magnétique 
résultants s’écrivent : 

=> —> 

E=-Vye—-0A/dt (8.121) 


B =rot A (8.122) 
L’hamiltonien d’une particule de charge q dont la vitesse est faible devant la vitesse de 
la lumière peut s’écrire : 

H=qp+p?/2m (8.123) 

avec : 

P=mMmv (8.124) 
Mais 7 et pP ne sont pas des variables conjuguées. On montre dans les traités 
d’électromagnétisme [292] que les variables canoniquement conjuguées sont T° et : 


en 
D =P+q4A (8.125) 
— 
On peut donc écrire H formellement en fonction de 7’ et p’ : 
F À 2 
Haga) (8.126) 
2m 


b) Hamiltonien classique pour un gaz de particules 
(théorie simplifiée) 


L’hamiltonien d'un système de particules chargées n'est pas très facile à écrire si l’on 
désire tenir compte de façon exacte des deux espèces d'interactions, électriques et 
magnétiques, entre particules chargées. On peut cependant faire une théorie simplifiée 
(semi-relativiste) en supposant le plasma assez froid pour que les vitesses des parti- 
cules soient faibles devant la vitesse de la lumière (plasma non relativiste), et en tenant 
alors compte des interactions magnétiques qui sont un effet relativiste en w/c, mais en 
négligeant les effets relativistes en w?/c? (variation de la masse, potentiels retardés). 
Dans ces conditions les champs microscopiques exacts produits en un point de l’espace 
qu'on prend comme origine, par un ensemble de particules de charges qj, de positions 


- —> 2 
73, de vitesses w; , sont donnés par les formules : 


= 


— 1 qj | 1 Tj 
Em = — Vi = ; 8.127 
ve An Eg pa Tj ÂTEo >_® r? ( ) 
J 


3 
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— H H Ti XW? 
o —+ o 3 J 
Bia = Fa VE x [ J qgjWw;/r;] = dn > qj r3 (8.128) 
3 I 


Ces champs microscopiques sont des fonctions très complexes qui ont des fluctuations 
spatiales et temporelles très rapides. Ils tendent vers l'infini toutes les fois que l’on 
s'approche de l’une des particules du gaz. Cependant nous avons vu dans la section 1.4 
que les interactions statistiquement dominantes dans un plasma sont les interactions 


. . . . 2 Pa . ami 
collectives lointaines bien représentées par des champs macroscopiques moyens Em et 


— 
Bm qui sont par définition les solutions des équations de Maxwell macroscopiques : 


V.Em = p/£o (8.129) 
— 1 0E 

9 Bat po Ty EN (8.130) 
c? Ot 


où pet T sont les densités de charge et de courant macroscopiques dans le plasma. 
ll est d’autre part facile de vérifier sur les formules (8.127) et (8.128) que si l’on con- 
sidére une paire de particules 7 et j, les forces d’interactions électriques et magnétiques 


me ae, 
XijE = - ttj -z (8.131) 
ÂTEo rij 
K _ Bo => Tij x w; 
ijM = aK oe (8.132) 


tj 
sont telles que l’on a en ordre de grandeur : 


|X ij M|/|X ij B| ~ w/e? (8.133) 


Il est donc raisonnable, dans l’analyse dynamique d’un plasma, de négliger les ef- 
fets magnétiques au niveau des interactions binaires et de ne conserver que la force 
d'interaction électrique (8.131). Il ne faut cependant pas en conclure que l’on a le droit 
au niveau macroscopique de négliger les interactions magnétiques. Ce paradoxe tient 
au fait que dans les plasmas p est en général très faible, le plasma n'étant jamais très 
éloigné de l’état d'équilibre de neutralité électrique, tandis que l’on ne peut rien dire a 


Ey +> : 
priori sur l’ordre de grandeur des courants J circulant dans le plasma. 
En conclusion, on peut écrire l’hamiltonien d’un plasma dans le cadre de cette 
théorie semi-relativiste sous la forme : 


HG 
H = — qiAi)? i 8.134 
as C qiAi)" + 3 qi pi + } er. ( ) 


i<j 
avec : 
er: — 
P; = Mi Wi + qi Åi (8.135) 
Dans ces formules, p; et À sont les potentiels au point 77 d'un champ 


électromagnétique macroscopique et le dernier terme représente les interactions 
électrostatiques entre particules. Soulignons d’autre part à nouveau que w; n’est dû 


# . . = . 
qu’aux sources extérieures mais que le potentiel vecteur A; est celui du champ self- 


. was ` : oe + . 
consistent Baz tenant compte à la fois des sources extérieures et des courants J cir- 
culant dans le plasma. Avec ces approximations, on vérifie facilement que comme au 


= 
paragraphe précédent 77 et p; sont des variables conjuguées. 
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c) Equation de Liouville pour un systéme de particules 
chargées (théorie simplifiée) 


On peut maintenant établir l'équation de Liouville pour la fonction D(7?,w},t) d’un 
système de particules chargées en faisant les mêmes approximations qu’au paragraphe 
précédent. Tout d’abord, on montre (cf. [297, p. 171]) que l’on a comme précédemment : 


Sn _ BN np D 
D(r,wi,t) = m?“ D(T}, pit) (8.136) 


D'autre part l'équation d'évolution (8.18) de D peut s’écrire : 


Fee ro + Xj +4 dA; 4). =0 (8.137) 
api, 


i#3 


En désignant par X; + D fj Xij Xi; la force totale appliquée au point : : 
ay — 
N+ So vä =a +0 x Bi) + E|] (8.138) 
ji 


= 
où B; est le champ magnétique d’origine extérieure et 


Brave De I (8.139) 


AREoTij 
: j 
i*i 


le champ électrostatique d'interaction agissant sur la particule i. Finalement, en effec- 


tuant le changement de variables 77, D,D — m, m,D, on obtient l'équation 
d'évolution de D sous une forme identique à (8.26). Dans le cadre des approxima- 
tions faites, nous avons donc montré que l'équation de Liouville d’un gaz de particules 
chargées s’écrit comme celle d’un gaz de particules neutres. 


A8-2 Equation d’évolution de fı 


Multiplions l’équation (8.26) par N dro dwe ...drx dwy et intégrons sur 
l’espace de ces 6(N — 1) variables. 


e Le premier terme donne Of; /0t. 
e Dans le second terme, on a tout d'abord un terme wi .0D/8r; qui 


donne facilement wj.Of,/O77, puis une somme de (N — 1) termes 
qui donnent : 


SN fa wr. om adn. .. dry dun (8.140) 
il 


D 
=N(N-1) T dra due «dry dwy (8.141) 
T2 


- [lf a) 
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L'intégrale mise entre parenthèses est nulle si Pon fait l'hypothèse 
raisonnable que f12 est nulle quand le point 2 est sur la limite du 
volume V contenant le gaz. 

e Dans le terme dû aux forces extérieures, on a de même tout d’abord 
le terme i = 1 qui donne facilement : 


Xi 
Si oh (8.142) 
m ðw 
puis (N — 1) termes, qui donnent : 
ye 
= f Xe5 Xi — = ta du2 ...dry dwn (8.143) 
> 


= 
{it rg 


=} f dro] f (Xas ha + Xoy EER + Xo giz.) du] 


Owe 
Pour montrer que ce terme est également nul, on fait l'hypothèse que 
la force extérieure X est telle que : 


OX, _ OXy _ OX 3 
wz Owy = ðw, 


=0 (8.144) 


Cette hypothèse très générale peut paraître arbitraire. En fait elle 
est satisfaite dans les deux cas suivants : 
— La force qui agit sur les particules est indépendante de leur vitesse. 
— Si elle dépend de leur vitesse, sa composante dans une certaine 
direction ne dépend que des composantes de la vitesse dans les deux 
directions perpendiculaires ; la force de Lorentz entre dans ce cas. 
L'hypothèse (8.144) paraît donc réalisée dans tous les cas pratiques. 
Dans ces conditions, on peut effectuer par exemple l'intégrale sur 
dw2, comme si Xəz était constant, et le fait que f12 est forcément 
nul quand wzy tend vers too nous permet d’affirmer que le premier 
terme de l'intégrale est nul ; il en est de même pour les deux autres. 
e Reste le dernier terme de (8.26), celui qui est dû aux forces 
d'interactions ; il comprend tout d’abord (N — 1) termes obtenus 
en prenant i = 1 et 7 quelconque ; ces termes donnent : 


N 

N — OD 
J = Xij —— dr dun . .. dry dwn 
To M Ow, — 
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N-1 
Ae IE SE dra dup ...drn dwy 


aa ofiz — drz dwz 
~m r à 


Si l’on suppose que les forces d’interaction ne dépendent pas de la 
vitesse, nous pouvons encore écrire ce résultat sous la forme : 


ô 
2j kp fig dro dw2 (8.145) 
i 


On peut vérifier, moyennant un calcul analogue à celui que nous 
avons fait ci-dessus, que les termes correspondant à i # 1 donnent 
une contribution nulle. En regroupant les divers résultats obtenus, 
on arrive finalement à l'équation d'évolution (8.35) pour la fonction 


fi. 


A8-3 Régime de fluide. Régime moléculaire 


De manière générale, il est intéressant, dans toute expérience faisant in- 
tervenir un gaz, de comparer les dimensions du récipient contenant le gaz 
avec le libre parcours moyen des molécules de ce gaz entre deux collisions. 
Ce libre parcours moyen est toujours donné par la formule : 


L= Afn<o> (8.146) 


où À est une constante sans dimension voisine de l’unité et < o > 
une valeur moyenne de la section efficace totale de collision ; les valeurs 
exactes de < g > et de À dépendent de la forme de la fonction de distri- 
bution fı et de la nature des interactions moléculaires qui interviennent 
(si le gaz est assez froid, les collisions dominantes sont élastiques, mais o 
peut avoir, comme nous l’avons vu, des lois de variations en fonction de 
g très différentes). Quoi qu’il en soit, ces diverses difficultés n’entrainent 
en général sur £ qu’une incertitude d’un facteur 1 à 5. Dans ces condi- 
tions, si l’on appelle À une dimension caractéristique du récipient, on peut 
distinguer deux régimes très différents : 


e Les régimes de fluide quasi continu correspondant au cas £ << h ; 
Vallure des trajectoires des molécules est représentée sur la figure 
8.6(a). On voit que les molécules subissent presque uniquement des 
collisions entre elles, et très rarement des collisions contre les parois. 
Les parois jouent un rôle relativement faible ; elles entourent un 
nuage de molécules qui interagissent essentiellement entre elles et 
qui semblent constituer un fluide quasi continu. 
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(a) ee (b) 


Figure 8.6 : Interactions gaz-récipient. 
(a) Régime de fluide : £ << h. 


(b) Régime moléculaire : h << £. 
£ libre parcours moyen, h dimension du récipient. 


e Les régimes moléculaires correspondant au cas opposé h << £ ; les 
trajectoires des particules ont l’aspect représenté sur la figure 9.8(b). 
On voit que les collisions entre deux molécules à l’intérieur de 
l'enceinte sont très rares. Les molécules vont essentiellement d’une 
paroi à l’autre ; l’action des parois pourra être prépondérante dans 
les propriétés du dispositif. D’autre part, on ne peut pas parler d’une 
masse de fluide située à l’intérieur de l’enceinte ; on dit que le dis- 
positif fonctionne en régime moléculaire. 


Pour pouvoir déterminer rapidement le cas dans lequel on se trouve en 
pratique, il est commode de se rappeler les ordres de grandeur des libres 
parcours moyens dans des conditions typiques : lorsque la pression est 
égale à 1074 torr, le libre parcours moyen est de l’ordre de un mètre ; 
on sera alors en général en régime moléculaire. Comme d’autre part le 
libre parcours moyen est inversement proportionnel à n, c’est-à-dire à la 
pression, on en déduit que, à la pression atmosphérique, les libres parcours 
moyens sont de l’ordre du dixième de micron, de sorte qu’on a en général 
à ce moment-là un régime de fluide quasi continu. 


A8-4 Notions sur la théorie cinétique des gaz réactifs 


a) Section efficace différentielle d’une collision 12/34... 


Pour une collision de type déterminé, les particules qui apparaissent après la collision 
peuvent en général exister dans un nombre infini de configurations ; même si avant la 
collision les vitesses wi et w2 sont déterminées, l'énergie cinétique T + Q disponible 
après la collision peut en effet être partagée a priori de façon variée entre les particules 
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3,4, ... ; la répartition d'énergie dépend en général des directions des vitesses w3, w4, ... 
Dans les calculs de théorie cinétique il est nécessaire en principe de connaître la proba- 
bilité de chaque configuration (w3,w4,.…) lorsque la configuration initiale (wy, w2) est 
déterminée. Ceci peut se faire en introduisant la notion de section efficace différentielle 
de collision inélastique. Si l’on désigne symboliquement par Č la configuration après 
la collision et par dC une variation possible de cette configuration, on définira une 
section efficace différentielle at. (w1, w3, C)dC en considérant contme au paragraphe 
précédent deux faisceaux de particules 1 et 2 qui se croisent ; on compte maintenant le 
nombre de réactions 12/34... qui se produisent par seconde et par cm? en laissant les 
particules 34... dans une configuration située dans un volume dC autour de C et lon 
écrit ce nombre sous la forme : 


dN 
a= o34...(w1, w3, C)dC g12 fi (wi) f2(w2)dC dur dwa (8.147) 

avec : 
912 = wi — wi (8.148) 


Si l’on change de repère en observant les deux faisceaux dans un autre système, wi et 


we deviennent wi et w3, C devient C” et ona: 


o%4...(wi, w3, C)dC = 034.. (wh ; wh, C')dc" (8.149) 


Il en résulte qu’en général Cee as n’est pas le méme dans les deux systémes. Par 
contre la section efficace totale qui s’obtient en intégrant (8.149) est conservée. 


b) Cas des collisions 12/14 


Comme nous I’avons fait remarquer dans la section 8.6, l’équation de Boltzmann (8.120) 
doit étre modifiée lorsque les particules 1 et 3 sont identiques. Nous devons maintenant 
considérer pour le calcul de rt et Ty deux catégories de collisions ayant chacune leurs 
inverses : 

-les collisions wiw2/wiw, et w/w, /wiwe 

-les collisions wiw4/wiuw et wi wh/wiwa 

Les premières sont celles dont nous avons tenu compte au paragraphe précédent ; 
elles conduisent & un terme de Boltzmann qui se déduit simplement de (8.147) en y 
changeant l’indice 3 en 1. Les secondes sont celles où la particule 1 joue le rôle dévolu 
précédemment à la particule 3. 

On obtient donc au total, avec les mêmes notions que précédemment : 


(#) nae Sf SOU - fifelorzo14 (o12, x, 9)sinx dxdip dw 
1 
+S SSE Ta — ffaorse}2 (ora, x, 9) sinx dxdy dws (8.150) 


fy et fy désignent maintenant les valeurs prises par f1 et f2 pour les vitesses finales 


Wy 1, We correspondant après une collision 14/12 d’angles x et p aux vitesses initiales 
wy et w4. 


c) Cas des collisions sur une particule lourde : 
collisions 12/14 et 12/141 avec mı << M2, M4 


Dans un certain nombre de collisions il y a une seule particule lourde avant comme après 
la collision, les autres particules étant beaucoup plus légères. C’est le cas notamment 
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pour les réactions d’excitation et d’ionisation par choc électronique. On peut alors traiter 
ces collisions dans une première approximation en faisant l'hypothèse que la masse de la 
particule lourde est infinie et sa vitesse négligeable (modèle de Lorentz). On considère 
donc la particule lourde comme un centre d’interaction fixe. Le centre de gravité du 
système se confond avec ce point. 

Le cas des collisions 12/14 avec m1 << m2, mą se déduit directement de (8.150) en 
y remplaçant fo et f4 par deux fonctions de Dirac n26(w3) et n26(w4) et en y remplaçant 
giz et gia par w1 ; on obtient : 


of 1 14 

— = naw o X, p)dN — naw o}4(w 

CEE aw. f fiotd(wi, x, 9) 2w1043(w1) fi 
112 


H au 
+ ne f fp otf, x, ~)dO - nawiol?(wi) fi (8.151) 


où ai$(wi) et o}2(w1) sont les sections efficaces totales. Dans le calcul du troisième 
terme nous avons utilisé la relation de microréversibilité (8.118) ainsi que la relation : 


dw, = Pi dwi (8.152) 
w 


entre les deux éléments de volumes associés par la collision inélastique. 

La signification physique des quatre termes de (8.151) peut être rendue plus claire 
au moyen du diagramme de la figure 8.7, tracé en supposant que la réaction 12/14 est 
endothermique. Sur ce diagramme on a représenté les quatre classes de collisions par 
des fièches verticales rangées de gauche à droite dans le même ordre que les termes de la 
formule (8.151) ; les flèches tournées vers le bas représentent des collisions inélastiques 
de première espèce, celles tournées vers le haut des collisions superélastiques ; à l’origine 
de chaque flèche on a indiqué la densité (ng ou n4) à laquelle est proportionnel le nombre 
de collisions de ce type. 


w' Na T+ lal 
ng 
W. 
1 ñ, T 
w T- lQ! 
n 


Figure 8.7 : Les quatre types de collision 12 — 14. 


Le cas des collisions du type 12/141 avec toujours m1 << m2, M4, dont le prototype 
est l’ionisation par choc électronique, ne peut pas être traité complètement car nous 
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ne savons pas comment décrire la collision inverse (recombinaison à trois corps) qui 
est une réaction ternaire. Nous nous contenterons d'étudier comment l’on peut définir 
une section efficace différentielle pour la réaction directe. Le schéma de la collision est 
représenté sur la figure 8.8 ; wi wy et w} sont les vecteurs vitesses après la collision ; 
on peut considérer qu'ils constituent un ensemble de neuf inconnues scalaires ; ces 
neuf inconnues doivent satisfaire à un système de quatre équations scalaires (équation 
vectorielle de conservation de la quantité de mouvement et équation de conservation de 
l'énergie) ; il y a donc cinq inconnues indéterminées ; nous pourrons donc par exemple 
fixer les valeurs prises après la collision par le module de wj et les angles polaires 
Xi Pi X1 PY représentant les directions de w} et w/ repérées par rapport à la vitesse 
initiale w1. Pour des collisions ayant cette configuration finale on peut définir une section 
efficace différentielle : 


oui, W1, X1: PL X1, P1 dw} aM de? (8.153) 


; 
mw, 


IT 
mW, 


Figure 8.8 : Collision 12/141 avec mı << Ma, M4. 


Le module de w est d’ailleurs parfaitement déterminé dans ces collisions : en effet 
l'énergie emmenée par la particule 4 est négligeable du fait de sa grande masse et l’on a: 


1 1 1 
zmuj? + amu = zmuj? +Q (8.154) 


8.8 Problèmes 


P8-1 Structure des corrélations à l’équilibre 
thermodynamique 


On considère un gaz pur à l'équilibre à la température T. 
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a) En admettant qu'il n’y a pas d'interaction dépendant de la vitesse entre les parti- 
cules, montrer que la densité dans l’espace des phases est de la forme : 


D(F,73,..., FN) M(t) M (8)... M(N) (8.155) 
où les fonctions M sont des maxwelliennes à la température T. En conclure qu'il 
y a des corrélations de position mais pas de corrélations de vitesse. 
b) Calculer fı et nı. 
c) Calculer fig et nia. 


d) Montrer qu’on a les relations suivantes : 


ð = 
kT = mi Xi +f nı2 X12 dra (8.156) 
ory oom 
ð Sy a 
es = m2(X1 + X12) + J n123 X13 dr3 (8.157) 
TI 
ôn12 => — — 
rar = n12(X2 + Xa1)+ f ni23 X23 dra (8.158) 
T2 


(relations de récurrence d’Yvon [94]). 


P8-2 *Corrélations dans un plasma à équilibre 
thermodynamique 


Le calcul classique de la longueur de Debye fait dans la section 1.4 n’est pas 
complétement convaincant car il traite le probléme des corrélations dans un plasma 
en équilibre thermodynamique sans introduire la notion de densité double. On peut 
l’améliorer [105] en utilisant les relations de récurrence (8.157) et (8.158) du problème 
P8-1. On cherche donc à les résoudre en supposant que le plasma est homogène, 
isotrope, et n’est soumis à aucune force extérieure. Pour cela, il faut d’abord les rendre 
déterminées en faisant une hypothèse sur les corrélations triples ; on admettra (hy- 
pothèse de superposition de Kirkwood) que les corrélations triples se déduisent des 
corrélations doubles au moyen de la formule : 


Mijki23 _ f M512 Njk23 ( Nik13 ) (8.159) 
NiLNjNE3 Nilnjz Nj2Nk3 NiINk3 
Cette hypothèse demanderait à être discutée (cf. [94], [297]. 


a) Linéariser le système en admettant que les corrélations sont faibles et en posant : 


Nij12 = N41 N7;2(1 + cij12) (8.160) 
et montrer que (8.157) devient : 
0€; 512 = =>— 
er = Xiji2+ D Nk3 J €jk23 Xik13 dra (8.161) 
1 
k 


b) En se limitant au cas d’un plasma constitué d’électrons et d’une seule espéce d’ions 
de charge Ze, on peut prévoir qu'il existe quatre densités doubles n;;12, Nee12, 
Nie12 et Neji2, et écrire à partir de l'équation ci-dessus un système de huit 
équations. En fait, par suite de ’homogénéité et de l’isotropie du plasma, on 

a: 
Niel2 = Neil2 (8.162) 
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c) En introduisant la force de Coulomb : 


= we 
Xij12 = ZiZ je > (8.163) 
Ti2 
et en combinant des équations du type (8.161) montrer que l’on a 
Ei12 = Z?ece12 (8.164) 
€ie12 = —Z€ee12 (8.165) 
d) En déduire finalement les trois relations : 
Nie12 = neni |(1 + Z(ro/r) exp —r/As] (8.166) 
niiz =n? [a — Z?(ro/r) exp —r/s| (8.167) 
Nee12 = n2 [(1 — (ro/r) exp —r/As] (8.168) 


où ro et As sont donnés par les formules (1.41) et (1.68). 


P8-3 Invariants intégraux de l’équation de Boltzmann 


a) Établir à partir des propriétés de symétrie et de réversibilité des collisions (cf. aussi 
[101]) la formule générale : 


C[A(wi)] = à] ATD + AD -AG ~ AG) J(fı)dw; (8.169) 


b) Démontrer que l’invariant intégral scalaire le plus général est de la forme (8.85) : 


BASE ACCUSE (8.170) 
c) Démontrer que l’invariant intégral le plus général est de la forme : 
F= Tb mt + 7 mu?/2 (8.171) 
pour les vecteurs et de la forme : 
Y=r+bma + Emuw?/2 (8.172) 


pour les tenseurs du deuxième ordre. 


P8-4 Solution générale maxwellienne déplacée 


En partant de l'équation (8.85) montrer que la solution d’équilibre la plus générale de 
l'équation de Boltzmann dans un gaz homogène est la “maxwellienne déplacée” : 


> 2 
m \3/2 —m|w — v| 
SP, 7,0 =n (> 7) C 2T (8.173) 
TK 


[Note : on considérera la quantité In f.] 


Chapitre 9 


Hydrodynamique et 
magnétohydrodynamique 


9.1 Introduction 


Dans ce chapitre nous établissons et discutons tout d’abord (section 9.2) 
les équations générales de l’hydrodynamique d’un gaz pur à partir des 
équations cinétiques. Nous appliquons donc la méthode régressive définie 
dans la section 8.1 en passant au niveau macroscopique. Dans la sec- 
tion 9.3 nous examinons ensuite l’application de ces équations aux cas 
des mélanges gazeux et des plasmas. Nous essayons de voir dans quelle 
mesure le comportement du milieu est multifluide ou monofluide. Nous 
voyons ainsi qu’un plasma placé dans un champ magnétique assez fort se 
comporte comme un monofluide gelé dans le champ magnétique : c’est la 
description magnétohydrodynamique (MHD) des plasmas, qui est bonne 
pour la dynamique de ceux-ci en basse fréquence. Nous faisons le re- 
coupement, dans la section 9.4, de cette théorie avec la plus ancienne 
magnétohydrodynamique des liquides. Nous montrons enfin dans la sec- 
tion 9.5 qu'elle sert de base à l’analyse du confinement magnétique des 
plasmas, et que celui-ci est limité par les effets de diamagnétisme. Il l’est 
en pratique surtout par diverses instabilités dont les premières sont décrites 
par la MHD, mais nous n’aborderons pas ce problème qui sort du cadre 
de ce livre (cf. par exemple [328]). 

Nous commencerons donc par établir et discuter dans la section 9.2 les 
équations hydrodynamiques d’un gaz pur (gaz à une seule composante) et 
dans la section 9.3 leur généralisation à un mélange gazeux, ce qui couvre 
en particulier le cas des plasmas. 
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Dans la section 9.4 nous examinerons dans quelles conditions un fluide 
multiple se comporte globalement comme un fluide unique. Cette question 
est, comme nous le verrons, liée à la decription magnétohydrodynamique 
d’un fluide, dont nous discuterons les approximations. Une application trés 
importante de la MHD est le confinement magnétique des plasmas dans 
les réacteurs à fusion contrôlée ; ce sera le sujet de la section 9.5. 

Nous discuterons enfin succinctement, dans la section 9.6, les change- 
ments à introduire dans les équations hydrodynamiques pour décrire les 
gaz réactifs, ot il y a entre les particules des collisions inélastiques. 


9.2 Equations hydrodynamiques 
d’un gaz pur 


9.2.1 Définitions des grandeurs hydrodynamiques 


L'état microscopique d’un gaz pur est assez bien défini si l’on connaît la 
fonction de distribution simple! des vitesses f(T, w,t). Dans de nom- 
breux cas, il est difficile ou inutile de chercher à connaître cette fonction. 
On utilisera alors une description plus simple en introduisant les grandeurs 
macroscopiques suivantes : 


e la densité : 


n= f faw (9.1) 


e la vitesse moyenne du fluide : 
1 
v= . f w f dw (9.2) 


e l'énergie cinétique moyenne des particules : 


Sl 


1 
= > [pre fw (9.3) 
e le tenseur de pression cinétique : 
Tam | @ -PNT -T)f dw (9.4) 


où le produit (w — v}(w — V) est tensoriel, à ne pas confondre 
avec le produit scalaire (W — w) - (W — v). 


1. À partir de maintenant nous omettrons en général l’indice 1 et désignerons simple- 
ment par f une fonction de distribution simple. 
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e le tenseur de flux d’énergie thermique : 


Q=m [(-V\G-T\G-V)faw (5 
où (W — v’)(w — v)(W — v) est encore un produit tensoriel. Dans ces 
diverses formules dw est un élément de volume de l’espace des vitesses ; les 
intégrations sont étendues à tout cet espace et les moyennes considérées 
sont des fonctions de 7° et de t en général. 


Les grandeurs n, v, Ÿ,Q constituent (aux facteurs m ou 1/n près) ce 
que l’on appelle les quatre premiers moments de la fonction de distribution 
simple. Ce sont les grandeurs classiques de l’hydrodynamique ; les deux 
premières ont un sens évident. 


a) Pression cinétique, flux de quantité de mouvement, 
densité d’énergie cinétique 


La pression cinétique Ÿ ne se confond pas exactement avec la pression sur 
une surface, définie dans les cours d’hydrostatique élémentaire. C’est en 
fait une mesure de l’agitation thermique du fluide. Ÿ serait en effet nul si 
toutes des particules avaient une même vitesse Y, l'écart W — V étant 
alors nul. Nous verrons toutefois dans la section 9.2.5 que la divergence de 
Ÿ se comporte comme une force par unité de volume ; cela justifie le nom 
de pression donné à W. Plus précisément, nous montrerons que la pression 
totale est la somme de Ÿ et du tenseur 7 de pression interparticulaire que 
nous introduirons dans la section 9.2.4. 

Si le tenseur Y est diagonal unitaire, on dit que la pression cinétique 
est scalaire ou isotrope. Dans le cas général Ÿ n’est pas diagonal unitaire 
et la pression est anisotrope. 

D'un point de vue dimensionnel, la formule (9.4) montre que Ÿ a les 
dimensions d’une densité d’énergie cinétique ou d’un flux de quantité de 
mouvement. Pour préciser ceci on peut tout d’abord écrire : 


d-ra- neu- aT eT ra eT ea (66 
d’où l’on déduit : 


ven f E un (9.7) 


Les deux termes qui figurent au deuxième membre peuvent être considérés 
comme des flux de quantité de mouvement. La densité de quantité de 
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mouvement totale dans le gaz étant évidemment : 
Cm] vidw-nmr (9.8) 


le tenseur 


Tom | CT saw (9.9) 


est le flux de quantité de mouvement. L’équation (9.7) permet de 
décomposer ce flux en deux termes selon la formule : 


T=nmvvr+ru (9.10) 
Le premier est le flux “convectif ” de quantité de mouvement, et le 
deuxième Ÿ est donc le supplément de flux de quantité de mouvement 
produit par l’agitation thermique. 


En prenant la trace de l'équation ci-dessus on obtient une relation 
analogue concernant la densité d'énergie cinétique : 


1 1 = 
Uk =nū =z nmv? + 5 Trace W (9.11) 


dans laquelle 1/2nmv? 


1/2 Trace W la contribution supplémentaire apportée par l’agitation ther- 
mique. 


est la densité d'énergie de convection et 


b) Flux d’énergie cinétique et flux de chaleur 


Le tenseur Q a les dimensions d’un flux d'énergie. Mais il extrapole dans 
une large mesure cette notion élémentaire. Pour préciser ceci, partons de 
l'identité : 
(w —v)z(w — v)y(w — v): = 
Wy Wy Wz — (UgVyWz + VzWyVz + WzeVyvz) + QzVyvz (9.12) 


—lvz(w — v)y(w — v)z + v(w — v)2(w — ve + 02(w — v)e(w — v) yl 


d’où Von déduit par intégration : 


m| Pw fdw=nmvVT+(T,) +O (9.13) 


en désignant par (7, F) le produit “permutatif” défini par la relation : 


(v, Tour = Uz Vy. + Vy Vee + Uz Voy (9.14) 
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On peut donc, comme pour W, considérer que Q est la différence en- 
tre un flux d’“agitation” total [premier membre de (9.13)] et des flux 
d’“agitation” convectifs [termes en VY v et v, Y dans (9.13)]. Nous 
employons ce mot “agitation” pour désigner une grandeur qui a les di- 
mensions de l’énergie, mais le caractère tensoriel d’un flux de quantité de 
mouvement décrivant les anisotropies du milieu. 

Jl est généralement plus commode de considérer un vecteur flux 
de chaleur 7 qui ne décrit que partiellement les anisotropies du flux 


d’“agitation” . Pour cela on prend la trace de Q sur deux indices ; autrement 
dit on pose : 


1 
qi = 52 Qijj (9.15) 


soit : 
7 = 00 12 
= Je -0 jw — v |? f dw (9.16) 
En faisant apparaître flux total et flux convectif on obtient compte tenu 
de (9.12) : 
—,,2 


= i w w? fdw = m + 00+ Í Trace) +¢ (9.17) 


L'intégrale qui figure au premier membre est le Ea total d'énergie 
cinétique : 


= =F fo ww fdw (9.18) 


En combinant les équations (9.13) et (9.17) on peut finalement écrire ce 
flux sous la forme : 


Sk=PUk+t T+ 7 (9.19) 
On peut donc considérer que le flux d’énergie cinétique total est la somme 


du flux Y Ux transporté convectivement par les particules du vecteur 
T + Ÿ et du flux de chaleur proprement dit q. 


9.2.2 Equation de transport d’une grandeur 
A(T, W, t) 


Nous allons maintenant établir les équations d'évolution des diverses 
grandeurs hydrodynamiques. On les obtient en appliquant la méthode 
régressive (intégration sur W) à la première des équations cinétiques 
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(équation d'évolution de f1). Soit donc f(T, w ,t) la fonction de distribu- 
tion simple ; elle obéit à l'équation d'évolution : 


of = af sx, of _ (24) 


Ot or m aw ðt 


(9.20) 


où X est la force extérieure agissant sur les particules. Le second membre 
représente les interactions entre particules. 

Soit, de façon générale, A( 7°, w,t) une fonction du vecteur vitesse, 
du vecteur position et du temps. Multiplions l’équation ci-dessus par À, 
et effectuons une intégration sur tout l’espace des vitesses. Ce calcul est 
développé dans l’appendice A9-2 ; il conduit au résultat suivant : 


OA X OA 


È (nA) -nl +V-nwA-nw NAR ee) (9.21) 


dans lequel on a introduit la valeur moyenne A(7’,t) de la grandeur A 
définie par l'équation : 


A(F,0) = =f A(T, Wt) f dw (9.22) 


et le terme : af 
C(4)=- J A(SE) du (9.23) 


L’équation (9.21) est l'équation de transport de la grandeur A. En rem- 
plaçant À par diverses fonctions de plus en plus compliquées de la vitesse, 
nous obtiendrons une suite d'équations hydrodynamiques. 

Lorsque A est fonction seulement de w (mais non de 7’ ni de t) 
l'équation de transport (9.21) s’écrit plus simplement : 


X OA 


< (nA) +V.F(A) =n — + C(4) (9.24) 
avec : TES 
F(A)=n% À (9.25) 


Sous cette forme on reconnaît une équation de conservation de la grandeur 
A : nA et F(A) sont la densité et le flux de cette grandeur en un point 
du fluide. Les deux termes de “source” qui figurent au second mem- 
bre représentent la création éventuelle d’une certaine quantité de cette 
grandeur par unité de temps et de volume respectivement par la force 
extérieure et par les interactions entre particules. 
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9.2.3 Propriétés des termes d’interaction C(A) 
On peut expliciter les termes d'interaction en utilisant expression générale 


ô 
de (4) fournie par la première équation (8.48) du système BBGKY. 


On obtient ainsi pour C(A) au point de position Ty : 


int 


C(A1) = -f A À 22 dun dra dus (9.26) 
1 


Le calcul de ces intégrales d'interactions est développé dans l’appendice 
A9-1. Nous nous contentons ici de résumer des résultats selon les approxi- 
mations faites au sujet de l'opérateur de collision. 


a) Équation de Boltzmann 


Dans ce cas on a: 


C(1) =0 (9.27) 
C(mw) = 0 (9.28) 
C(mw?/2) = 0 (9.29) 


et en général, comme nous l’avons vu dans la section 8.4, C(A) 4 0 pour 
toute autre fonction A qui n’est pas une combinaison de 1, W et w?. 


b) Equation de Vlasov 


Les calculs de l’appendice A9-1 donnent : 


C(1) = 0 (9.30) 
C(mw) = nqE! (9.31) 
C(mw?/2) =ngv -E (9.32) 


—> 
où F’ est le champ de charge d’espace donné au point 1 par la formule : 


a8, = | m Xare (9.33) 


— 
où X,2 est comme au chapitre 8 la force exercée par la particule 2 sur la 
particule 1. De manière générale on a : 


C(A) = nt BL (9.34) 
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On voit, comme il fallait s’y attendre, que dans ce modèle de Vlasov 
les interactions interviennent seulement dans les équations de transport 


à travers le champ de charge d'espace E’ : en comparant les formules 
(9.24) et (9.34) on voit qu’il suffit d’ajouter à la force d’origine extérieure 


ay 
X la force qE' produite par ce champ de charge d’espace. 


c) Cas général 


En faisant comme seules hypothéses que les forces d’interactions Kee 
ne dépendent pas des vitesses et que le gaz est faiblement inhomogéne 
(longueurs caractéristiques des variations spatiales >> portée des forces) 
on obtient : 


C(1) =0 (9.35) 
C(m@) = P =-Vi (9.36) 
C(mw?/2)= P.P -V.F (9.37) 


où 7 est le tenseur de pression “interparticulaire” défini au point 1 par 
l'intégrale : 


z 1 — 
T=- | Kerinedr (9.38) 


et o un certain flux d’énergie lié aux corrélations et défini par la formule 
(9.227) dans lappendice A9-1. 


9.2.4 Les trois équations fondamentales de 
conservation 


a) Conservation des particules 


Posons tout d’abord dans l'équation (9.24) A = 1. On obtient l'équation 
de conservation des particules : 


n +V.nv =0 (9.39) 
ot 

dans laquelle le terme C(1) s’est annulé comme il est montré dans l ap- 
pendice A9-1. Cette propriété est toujours vraie dans des gaz non réactifs 
que nous étudions dans tout le début de ce chapitre. Dans un gaz réactif, 
il y aurait des collisions inélastiques pouvant créer ou détruire des parti- 
cules et on aurait alors au deuxième membre un terme de source positif 
ou négatif (cf. section 9.6). 


Équations hydrodynamiques d’un gaz pur 51 


b) Conservation de la quantité de mouvement 
Posons maintenant dans (9.24) A = mw. On obtient : 
—> 
Satan Sa) (9.40) 
Ot i m Ow f 
En tenant compte de (9.36) et de Videntité : 


ð 
—(mw)=m 
os! ) 


on obtient l'équation de conservation de la quantité de mouvement : 


= 
ô 


(9.41) 


inmT)+Vnmw w =nX -V-F (9.42) 


On y vérifie bien, comme nous l’avons vu au paragraphe 9.2.1 a), que 
le tenseur nmw w est le flux de quantité de mouvement, et l’on voit 
apparaître au deuxième membre les deux termes de création de quantité 
de mouvement par les forces extérieures et les interactions. 

On écrit souvent cette équation de conservation sous une forme légè- 
rement différente en introduisant le tenseur de pression cinétique au lieu 
du flux nmw w et en tenant compte de l'équation de conservation des 
particules. Le premier membre de (9.42) peut alors s’écrire : 

Ov = 
nm- 0 (Vnmv)+Vnm vv + V.Y (9.43) 


Compte tenu de Videntité : 
Vamvv=v(Vnmvj)tnmvvv (9.44) 
on obtient donc : 
La os == 
nm(=+vV)v =nX —V(Y +7) (9.45) 


Sous cette forme on peut considérer cette équation comme l'équation fon- 
damentale de la dynamique appliquée à une masse de fluide nm. La quan- 
tité entre parenthèses est l’accélération de cette masse de fluide calculée 
en suivant son mouvement. Au deuxième membre figurent donc des forces 


—+ 
appliquées ; en dehors du terme nX dû effectivement aux forces d’origine 


extérieure on voit que la quantité -v + 7) joue le rôle d’une force par 
unité de volume. 
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On voit donc que T +7 est la pression totale, somme d’une partie 
cinétique Ÿ ne dépendant que de l'agitation thermique et d’une correction 
T faisant intervenir les interactions entre particules. Ÿ est la généralisation 
à un gaz anisotrope de la pression d’un gaz parfait et 7 la généralisation 
des corrections de gaz réel dites de Van der Waals ou de pression interne. 


c) Conservation de l’énergie cinétique 


Posons enfin À = mu? dans l’équation (9.24) ; on obtient l’équation de 
conservation de l'énergie cinétique : 


EE 1 
2 (Ux) +V.Sx =n X.T +C(5 mu) (9.46) 


— 
Sg est le vecteur flux d'énergie cinétique total défini au paragraphe 
9.2.1 a). Au deuxième membre apparaissent deux termes de source : le 
premier est le travail moyen effectué par la force extérieure? ; le deuxième 


représente l’effet des interactions. On peut expliciter Sk [cf. formule (9.19)] 
et C(smw?) en utilisant (9.37). L’équation de conservation de l’énergie 
cinétique s’écrit alors : 


2 Ur) +V.(UkT +T. +7)=(nX +P) -V.P (947) 


= = 
Les deux termes Y.P = -v.V.7 et —-V.0o apparaissent dans cette 
équation comme des termes de source dus aux interactions. Ce sont done 
des termes d’échange entre les deux formes d’énergie du gaz : énergie 
cinétique et énergie potentielle. On peut établir (cf. problème P9-1) pour 
cette deuxième forme d’énergie une équation de conservation qui s’écrit : 


Se ESS PEINE (9.48) 
où 1 
Up, = 3 [ow fiz dro dun dwz (9.49) 
et 
——+. À en 
Spi = 5 [a p12 fiz dra dw; dwz (9.50) 


2. Le signe valeur moyenne marqué sur X est en fait inutile ; pour les forces 


SEN 
indépendantes de la vitesse on a X=X ; les seules forces dépendant de la vitesse 
sont les forces de Lorentz qui, étant perpendiculaires à W, apportent une contribution 
nulle. 
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sont respectivement la densité et le flux d’énergie potentielle au point 1. 
En additionnant les deux équations (9.47) et (9.48) on obtient l'équation 
de transport de l’énergie interne totale : 


© Ux + Up) + V(ER + 5p) =n X.7 (9.51) 


dans laquelle le seul terme source est celui dû au travail de la force 
extérieure. 


9.2.5 Equation de transport des moments d’ordre 2 


a) Flux total de quantité de mouvement 


Dans les plasmas et dans les gaz en écoulement à basse pression, il est souvent nécessaire 
de tenir compte des anisotropies de la pression. On est alors amené 4 écrire une équation 
de transport relative à un moment d’ordre 2. Il y a plusieurs façons de le faire : la 
méthode la plus simple consiste à poser dans l’équation (9.24) : 


A=mww (9.52) 


On obtient alors après un calcul développé dans l’appendice A9-2 l’équation de transport 
du flux total de quantité de mouvement : 


S(nmv w + D) +V (nmv VT +v,V+0Q) 
=n XV wX)+(Q xT) +T xT)? 
+PUV+VP +5 (9.53) 


où le produit “permutatif” (x, T) a été défini par la formule (9.13), où T est le 


tenseur flux de quantité de mouvement [cf. (9.10)], et où le produit T x T est défini 
dans l’appendice A9-1. En prenant la trace de cette équation on vérifie facilement qu’on 
retrouve l’équation de conservation de l’énergie cinétique (9.47). 


b) Pression et température cinétique 


Pour faire apparaître plus directement Ÿ on peut aussi poser dans l'équation de trans- 
port générale : 
A=m(w — v)(w — wv) (9.54) 


À étant maintenant fonction de 7 et t à travers V, il faut partir de l’équation générale 
(9.21). Le calcul développé dans l’appendice A9-3 conduit à l'équation : 


2 40.V+ viv) ]|¥+ VTT + (6) + vQ 
=(VxW+(TxHr+sS (9.55) 


En prenant la trace (divisée par 2) de cette équation on obtient l’équation de transport 
de la chaleur : 


[= + DV + (v| (nū — snme?) +TVT + V.g=s (9.56) 
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On peut transformer légèrement cette équation en tenant compte de l’équation de 
conservation des particules qui peut s’écrire : 


an 


at vVn+nV.v =0 (9.57) 
d’où l’on tire : ia 
Ve =--7 9.58 
i n dt ( ) 
En portant cette valeur de V.7 dans (9.55) et en divisant le tout par n on obtient : 
dv. © ÿ Q Ÿ Tr 5 
2X) yas vor ave ax xT (059 
dt n n n n n n n 


qui peut être considérée comme l'équation de transport du tenseur Ÿ/n des 
températures cinétiques. 


9.2.6 Fermeture du système des équations 
hydrodynamiques 


Les équations (9.39), (9.45) et (9.55) permettent de faire une étude 
macroscopique de l’évolution d’un gaz. Cependant elles forment un 
sytème indéterminé : léquation d’évolution de n contient T, l'équation 


d'évolution de v contient T, léquation d’évolution de Ÿ contient Q, etc. 
Pour pouvoir utiliser pratiquement ce système, il faut le fermer en faisant 
une hypothèse simplificatrice sur l’un des moments hydrodynamiques. 


a) Méthodes de fermeture dans les plasmas 


a) Faisceaux ordonnés et plasmas froids On peut tout d’abord sup- 


poser YW = 0, c’est-à-dire négliger l’agitation thermique. Les équations 
(9.36) et (9.45) forment alors un système déterminé définissant les variables 
net T. Cette approximation est utilisée de façon courante en électronique 
pour étudier les propriétés des faisceaux de particules parfaitement or- 
donnés. Dans les plasmas cette méthode est également utilisée dans un 
certain nombre de problèmes sous le nom d’approximation des plasmas 
froids. Dans la théorie des ondes on montre (cf. [351], [352], [354]) que 
c’est une approximation satisfaisante pour étudier les petites perturba- 
tions se propageant dans un plasma avec une vitesse de phase beaucoup 
plus grande que les vitesses d’agitation thermique des particules du plasma. 


8) Écoulements adiabatiques Dans les gaz neutres il est en général 
absolument nécessaire de tenir compte de l'agitation thermique ; de même, 
dans les plasmas il y a de nombreux cas où l’approximation des plas- 
mas froids est insuffisante ; on peut alors faire un pas de plus et utiliser 
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Péquation (9.55) ou (9.59), et fermer le système en imposant la condition : 


V.0=0 (9.60) 


On définit ainsi une classe de mouvements qu’on peut appeler écoulements 
adiabatiques. Cette approximation a été discutée par Buneman [106]. Elle 
permet notamment de faire une étude systématique des ondes de faible 
amplitude susceptibles de se propager dans un plasma (cf. [351], [352], 
[354]). 

On peut d’ailleurs montrer, comme cela est fait dans l’appendice A9-3, 
que la condition d’adiabaticité ci-dessus recoupe la condition : 


p/n? = Cte (9.61) 


que l’on utilise dans les descriptions élémentaires pour décrire l’écoulement 
adiabatique d’un gaz parfait. Il est montré dans cet appendice que l’on peut 
généraliser la formule (9.61) en introduisant le tenseur de pression cinétique 
et que le coefficient y prend les valeurs 5/3, 2 ou 3 selon que la variation 
de pression est scalaire, à symétrie azimutale ou monodimensionnelle. 


b) Méthodes de fermeture dans les gaz collisionnels 


a) Approximation d’Euler De nombreuses autres méthodes de ferme- 
ture du système des équations hydrodynamiques ont été proposées. Elles 
correspondent à diverses méthodes approchées de solution de l’équation 
d'évolution de f. Dans l’hydrodynamique classique des gaz neutres on 
suppose en général que les collisions sont très importantes et que la fonc- 
tion de distribution des vitesses est en chaque point presque maxwellienne. 
Pour pouvoir représenter le mouvement du fluide on peut alors supposer 
que la fonction de distribution simple des vitesses est, en tout point du 
gaz, une mazwellienne déplacée, c’est-à-dire de la forme : 


— 
—m|w — v| 
2kT (9.62) 


m \3/2 
) 


— = — 
IFP, T, =n (e 


étant entendu que dans cette formule les quantités n, Y et T sont à priori 
fonctions de 7’ et de t. En prenant les moments de f on vérifie facilement 
que n et v sont bien les valeurs locales de la densité et de la vitesse de 
fluide, que la pression cinétique se réduit au scalaire : 


Y=nkT (9.63) 


et que le vecteur flux de chaleur q est identiquement nul. Dans ces 
conditions on obtient un système fermé d'équations hydrodynamiques en 
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écrivant les trois équations de conservation des particules, de la quantité 
de mouvement et de l'énergie, soit : 


r +V.nv’ =0 (9.64) 

ô > —+ > — 
nm + VV) =n X — V(nxT +7) (9.65) 
[240407] Goer) +nkTV.T=-V.F (066) 


Pour écrire l'équation d’énergie nous sommes partis de la forme (9.56) 
(équation de transport de la chaleur). On peut remarquer que pour rendre 
le système ci-dessus complètement déterminé il faut encore expliciter les 
termes d’interaction 7 et @ qui y figurent. En fait on admet en général 
qu'ils sont négligeables, avec en particulier : 


7<nkT (9.67) 


autrement dit on se place dans le cadre du modèle des gaz parfaits. Dans 
le cas d’un gaz imparfait il faudrait écrire une équation d’évolution de 7 
et cela est un problème compliqué lié à l’hydrodynamique des corrélations 
(cf. problème P9-3). 

On peut enfin, en tenant compte de (9.58), récrire l'équation (9.66) 
sous la forme : 


È Cyn’) =0 (9.68) 


On voit donc que l'approximation d’Euler contient implicitement, comme 
il fallait s’y attendre puisque q = 0, l'hypothèse de fermeture adiabatique 
avec y = 5/3. 


8) Approximation de Navier-Stokes L’approximation d’Euler re- 
vient à négliger le flux de chaleur et les effets de pression anisotrope qui 
peuvent être liés à la viscosité du gaz. On peut pousser le développement 
au voisinage de l'équilibre thermodynamique à un ordre de perturbation 
plus élevé. On obtient ainsi l’approximation de Navier-Stokes dans laquelle 
le flux de chaleur et le tenseur de pression cinétiques sont donnés par les 


formules : a 
OT 


T = nxTb mA 


Ev. v3) (9.70) 
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où « est le coefficient de conductibilité thermique, 7 celui de viscosité et 
A le tenseur des gradients de vitesse symétrisé : 


T= PT (VR)? (9.71) 


où l'exposant (Vv)? est le tenseur transposé de Vv’. Ces équations 
ont été initialement écrites en introduisant de façon phénoménologique, 
dans les équations de l’hydrodynamique, des termes permettant de repré- 
senter les propriétés de viscosité et de conductivité thermique des gaz 
telles qu'elles avaient été découvertes dans des expériences simples. Ce 
n'est qu’au début de ce siècle que les méthodes de la théorie cinétique 
ont été assez élaborées pour permettre une démonstration théorique des 
équations de Navier-Stokes. Le lecteur pourra se reporter pour un exposé 
assez simple de ces théories à [101]. L'application au cas des gaz faiblement 
ionisés et des plasmas est développée au chapitre 12. 


9.3 Hydrodynamique des mélanges 
gazeux et des plasmas 


9.3.1 Variables partielles et variables globales 


Nous avons établi au paragraphe précédent les équations hydrodynamiques 
d’un gaz pur non réactif. Considérons maintenant un mélange gazeux cons- 
titué de diverses espèces de particules a,b,c,... Du point de vue macro- 
scopique l’état de l’ensemble des particules d'espèce a peut être caractérisé 


par la donnée des grandeurs hydrodynamiques partielles na, Ua, T ou Ug, , 


Qa (ou F). Les interactions élastiques entre particules de même espèce se 
traduisent par les grandeurs : 

Taa pression partielle interparticulaire, 

Up, densité partielle d'énergie potentielle, 
et pour les particules d’espèces différentes par les termes : 

Pa échange de quantité de mouvement, 

Sab échange d’énergie cinétique. 

Pour tenter de décrire le comportement d’ensemble du mélange gazeux 
on peut aussi introduire des variables globales dont les principales sont les 
suivantes : 


masse spécifique pm = ) Na Ma 
a 


densité de charge électrique p = yo Na qa 
a 
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flux de masse Jm = 5 Na Ma Ve 
densité de courant électrique J = 5 Na da Ve 
pression cinétique Ÿ = 5 Wa 
pression interparticulaire 7 = 5 Taa + 5 > Tab 
densité d'énergie cinétique Ux =J Uka 


vecteur flux de chaleur Q? = da 


— 
On introduit enfin le vecteur vitesse de masse V défini par : 


— 


Im = Pm V (9.72) 


Les sommations des formules ci-dessus sont étendues à toutes les espèces 
de particules matérielles contenues dans le mélange (nous laissons pour 
l'instant de côté les photons sur lesquels nous reviendrons au chapitre 14). 

Le nombre de variables globales ainsi introduites n’est égal au nombre 
de variables partielles que dans le cas d’un mélange ne contenant que deux 
espèces de particules. Dans un mélange contenant plus de deux espèces, 
l'information contenue dans les variables globales est moindre que celle 
fournie par l’ensemble des variables partielles. C’est pourquoi l’utilisation 
des grandeurs macroscopiques globales est surtout utile dans les mélanges 
binaires et en particulier dans les plasmas constitués d'électrons et d’une 
seule espèce d’ions. 

De manière générale les théorèmes généraux de conservation de la méca- 
nique et de l’électromagnétisme permettent d’ailleurs de prévoir existence 
de quatre équations globales où s’éliminent certains termes d’interaction : 


e l'équation de conservation de la masse, 
e l'équation de conservation de la charge, 
e l'équation de transport de la quantité de mouvement, 
e l'équation de transport de l’énergie. 
Une dernière équation très utile mais d’une analyse plus délicate est 


l'équation de transport du courant électrique, appelée aussi loi d’?Ohm 
généralisée. 
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9.3.2 Propriétés des termes d’interaction 
a) Règles de réciprocité 


— 
On admet souvent que les quantités Pab et Sab satisfont aux règles de 
réciprocité : 


— =— 
Pay = — Pha (9.73) 
Sab = — Sba (9.74) 


Rappelons que Pa représente la quantité de mouvement communiquée par 
unité de temps aux particules a contenues dans un petit élément de volume 
dr , par l’ensemble de toutes les particules b. 

Si les forces d’interaction sont à courte portée, les particules b qui 
interagissent sont celles contenues dans le même élément de volume que les 


particules a. Pa est de même la quantité de mouvement communiquée par 
unité de temps aux particules 6 situées dans dr par les particules a situées 
dans ce même volume. La situation est analogue pour Sap et l’on voit que les 
règles de réciprocité ci-dessus sont la conséquence directe des théorèmes 
de conservation de la quantité de mouvement et de l’énergie dans une 
collision binaire élastique. Le raisonnement ci-dessus est essentiellement 
basé sur le fait que le terme de collision de l’équation cinétique qui sert à 


=> 
calculer Pab et Sap est un terme local du type de l'intégrale de Boltzmann 
ou n’interviennent que les fonctions de distibution simples au méme point 
de l’espace. 


Cependant de façon générale les termes Fe et Sab doivent se calculer au moyen 
des expressions exactes de BBGKY. Ces expressions étant non locales, il peut bien se 
faire que dans un gaz où il y a des gradients spatiaux, les règles de réciprocité soient 
inexactes. Cette question est étudiée en détail dans l’appendice A9-1. On y montre que 
les lois de réciprocité ne sont qu’une première approximation et que l’on a de façon 
générale : 


> > = 
Pab + Poa = —V Tab (9.75) 
Sab + Sba = —V Dak (9.76) 


ce qui redonne dans le cas b = a : 


+ 


Pag = -V Taa (9.77) 
Saa = —V.Oua (9.78) 


Les expressions de Fab: Fab, aa, Gag sont données dans les formules (9.223), (9.227), 
(9.225) et (9.228). Ceci étant, dans les gaz dilués il s’agit de petits termes correctifs ; on 
pourra dans “l’approximation des gaz parfaits” les négliger. Dans les plasmas, il faudra 
cependant en général garder la contribution de Vlasov qui y figure. 
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b) Expressions approchées de P, et Sab 


Dans les milieux où les fonctions de distribution sont presque isotropes, il 
=— 

est raisonnable d’admettre que le terme de friction Pab est proportionnel 

à Up — Ue et le terme d’échange d’énergie Sab proportionnel à T, — Ta, 

c’est-à-dire de poser : 


Pa = — Ab (te — T) (9.79) 
Sab = — Dab K (Ta aa To) (9.80) 


où « est la constante de Boltzmann, ce qu’on peut écrire compte tenu des 
dimensions des deux membres : 


Pa = Na Ma Vlab (Ta = Ub) (9.81) 
Sab = — Na V2ab K (Ta = Ts) (9.82) 


Les deux grandeurs Viab et Vab sont les fréquences de collision pour 
l'échange de quantité de mouvement et d'énergie cinétique. Dans le 
cadre de l’hypothèse de réciprocité discutée au paragraphe précédent, ces 
fréquences doivent obéir aux règles de réciprocité : 


Na Mo Viab = Th Mb Viab (9.83) 


Na Vrab = Nb V2ba (9.84) 


9.3.3 Conservation de la masse et de lVélectricité 


Partons des équations de conservation relatives à chaque espèce de parti- 


cules : 
One 


at 
Nous avons vu que s’il n’y a que des collisions élastiques Ia est forcément 
nul. Dans le cas plus général il peut y avoir des collisions inélastiques qui 
créent ou détruisent des particules d’espéce a et alors J, peut ne pas étre 
nul. 
En multipliant l'équation ci-dessus par Ma et en ajoutant toutes les 
équations analogues, puis en faisant la même chose avec le facteur ga, on 
obtient les deux équations de conservation de la masse et de l'électricité : 


+ V Na Va = ha (9.85) 


Opm/Ot + V.Pm V = 0 (9.86) 


ôp/8t+V.T =0 (9.87) 
Les deuxièmes membres sont nuls même s’il y a création ou disparition de 
particules (I, # 0). Ces réactions se font en effet avec conservation de la 
masse et de la charge globale. 
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9.3.4 Conservation de la quantité de mouvement 
globale 


Nous partons des équations de transport de la quantité de mouvement 
pour chaque espèce de particule : 


a 2 — 
(Na Ma Va) + V.(NaMa Va Va + Va) 


ot 
= naqal E + 7 x B)- naMmaVp- Va + >> Pas (9.88) 
b£a 


Par addition de toutes les équations de ce type on obtient : 


È (em VHS Vinamateve = pE +J x B-pnVp-V(V+7) (9.89) 


On voit que cette équation de transport de la quantité de mouvement 
globale prend une forme assez simple dans laquelle on voit apparaître au 
deuxième membre l’ensemble des forces appliquées à une unité de volume 
du fluide. On remarque aussi que la tentative de l’exprimer en fonction des 
variables globales n’a pas complètement réussi. Ceci étant, on peut simpli- 
fier cette équation quand on étudie des mouvements où les fonctions de dis- 
tribution des vitesses restent presque isotropes (mouvements subsoniques) ; 
les termes de convection NnaMa Vg ve sont alors négligeables devant les ter- 
mes d’agitation thermique Ÿ, ; au même degré d’approximation on peut 


— — 
d’autre part linéariser le terme gLV) en considérant V comme un 


infiniment petit et en remarquant que — est d’après (9.86) également un 


ot 
. eis o me 2 
terme du premier ordre ; on peut donc négliger le produit “a V et écrire 


l'équation ci-dessus sous la forme : 


— 
ƏV č a > TE 
Pm ae SPE +I x B -pm Vp- VG +7) (9.90) 


On retrouve ainsi par cette voie l'équation fondamentale usuelle de 
l’hydrodynamique des fluides incompressibles. Dans la plupart des cas 


nous l’utiliserons en supposant que la pression totale Ÿ + 7 se réduit à 
sa composante cinétique Ÿ (approximation des gaz parfaits). 
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9.8.5 Loi d’Ohm généralisée 


a) Démonstration de la loi d@Ohm 


a) Equation d'évolution de J Partons toujours des équations (9.88) 
mais multiplions-les par qa/Ma avant de les additionner ; il vient alors : 


oT ES VE (9.91) 
a 


qa = — da ZF 
—pVe- — V.(Y, aa — P, 9.92 
pvp 4 a eee )+> 22 ma o (9.92) 


Cette équation ne présente évidemment d'intérêt que si le gaz est au 


moins partiellement ionisé (sinon J serait nul). Dans ces conditions on 
peut vérifier que les électrons apportent la contribution dominante dans 
tous les termes. Pour cela nous nous placerons dans le cas le plus courant 
suivant : 

— écoulements subsoniques (distributions presque isotropes), 

- gaz parfait (termes faa négligeables), 

— gaz électriquement neutre (p = 0). 

On peut alors l'écrire sous la forme : 


= 
OJ nm = +. = de o= Je a 
2 = Mele Hy a ~ “990+ £ SPB 
ot Me oa ne B) Me Me bže ° j i 


8) Loi d’Ohm dans un plasma binaire Conformément aux remarques 
générales faites au début de ce chapitre, le cas d’un plasma binaire ne 
contenant que des électrons et une seule espèce d'ions est plus simple. 
De fait, on peut alors exprimer l’équation (9.92) en fonction des variables 
globales (cf. problème P9-4). 

Cette écriture symétrique est cependant trompeuse car nous venons de 
voir que les électrons apportent une contribution dominante. Nous nous 
contenterons donc de remarquer que dans un plasma binaire neutre, on a 
d’après la relation de définition de J : 


= 


J = Nne Ge (Ve — W) (9.94) 
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d’où, compte tenu de (9.94) et (9.101) : 


T J 

ss ae 

EV Te ET > (9.95) 
Nele NeMe + NiMi Nee 


On peut d’autre part, en rapprochant les formules (9.81) et (9.94), relier 


— = 
Pi à la variable globale J en écrivant : 


= J Me = 
Poi = —Ne MeV = —— Ve; J (9.96) 
efle de 
ou encore : 
= oS 
Poi = —Ne Ge D J (9.97) 


Cette relation peut se justifier, de façon assez générale, dans la théorie 
microscopique des plasmas faiblement perturbés en remarquant que les 


composantes de Pi et de 7 sont toutes des grandeurs du premier ordre 
par rapport à l'intensité de la perturbation ; il existe donc une relation 
linéaire entre ces diverses composantes, ce qu’on exprime par la formule 
ci-dessus. J s'appelle la résistivité du plasma. Le raisonnement que nous 
venons de faire montre que : 


— P est en général un tenseur : les vecteurs Pi et J ne sont pas à 
priori colinéaires, comme nous l’avons supposé dans (9.81), si le milieu est 
anisotrope ; 

~ D n'est défini que pour une structure de perturbation donnée ; en 
particulier il dépend du champ magnétique régnant dans le plasma. 

En reportant les expressions (9.95) et (9.97) dans (9.93) et en multi- 
pliant le tout par m./n.q? nous obtenons finalement : 


oy 

me OF > > — J => 1 = > 
LAE Ÿ J 9.98 

neq? Ot TAR Nege 5 ne ERR (9.98) 


Si OT/ ot, B et vT. sont nuls (courant stationnaire dans un plasma 
uniforme, sans champ magnétique), p devient scalaire et cette équation se 
réduit à la loi d’Ohm : 

= => 

E=pJ (9.99) 


p étant alors l'inverse de la conductivité et s’exprimant fcf. (9.96) et (9.97)] 
à partir de la fréquence de collision vı par la formule : 


Me 
p= eva (9.100) 
neg? 
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L’équation (9.98) peut donc être considérée comme une généralisation de 
la loi d’Ohm, tenant compte comme nous le verrons au paragraphe 9.3.5b) 
des effets dus à l’inertie des électrons, au champ magnétique et au gradient 
de pression électronique. 


y) Loi d’Ohm dans les plasmas multiples et dans les gaz partielle- 
ment ionisés La loi d'Ohm (9.98) peut aussi s’écrire dans un plasma 
complètement ionisé comportant plusieurs espèces d’ions et dans un gaz 
partiellement ionisé. Ces deux cas sont discutés dans l’appendice A9-4. 


b) Champs de force électromotrice et fréquences caractéristiques 


Nous allons maintenant discuter les propriétés des plasmas décrites par 
la loi d’?Ohm en nous limitant, pour simplifier l’étude, au cas des plasmas 
binaires. Pour cela nous introduisons dans la formule (9.98) l’expression 
(9.100) de p en fonction de viei ; en regroupant alors au premier membre 


> N è ss soe 
les termes contenant J , on peut finalement écrire la loi d’Ohm généralisée 
dans un plasma binaire sous la forme : 


=> 1 


=F Er à == 
=E£E+VxB- V.Ye (9.101) 
Nele 


——> 
où Qe est le vecteur rotation gyromagnétique des électrons : 


(ear (9.102) 
Me 
Il est intéressant de considérer l’équation (9.101) comme contenant au 
deuxième membre trois champs de force électromotrice et au premier mem- 
bre la réponse du plasma. 

Les champs de force électromotrice qui peuvent être considérés comme 
produisant le courant sont : 

— le champ électrique E, 

=> — 

~ le champ électrique d’induction V x B, 

— le terme de diffusion —1/Nneqe V.Ye. 

Dans lélectrodynamique classique des corps conducteurs en mouve- 
ment, on a l'habitude de ne considérer que les deux premiers termes ; 
on néglige les courants de diffusion ; ceci tient au fait que la densité des 
électrons libres dans le corps conducteur y est très élevée et pratiquement 
constante ; cette approximation n’est déjà plus valable dans le cas des 
semi-conducteurs. De même, dans les plasmas, les courants de diffusion 
sont en général importants. 
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La réponse du plasma dépend de trois fréquences caractéristiques du 
mouvement considéré : 


e la fréquence caractéristique w de la perturbation considérée comme 
définie par 0/ôt = w, 
e la fréquence gyromagnétique des électrons Qe, 
è la fréquence moyenne de collisions des électrons avec les ions Viei- 
L’équation (9.101) permet d’ailleurs de donner une signification phy- 
sique simple à viei : supposons en effet que les trois champs de force 


électromotrice soient nuls (EB =B= 0, plasma homogène, VAA = 0). 
On peut alors vérifier que viei est un scalaire et que (9.101) se réduit à : 


as = 
OE + Viei J =0 (9.103) 
qui s’intègre pour donner : 
I(t) = J(0) exp(—reit) (9.104) 


Autrement dit, si à l'instant initial t = 0 il existe dans le plasma un courant 


—— 
J(0) dû par exemple à une action extérieure qui cesse brutalement à cet 
instant, ce courant décroît ensuite exponentiellement vers la valeur zéro ; 
on dit qu’il relaxe, et que viei est la fréquence de relaxation du courant. 


9.4 Notions de magnétohydrodynamique 


Les deux équations globales (équation de l’hydrodynamique et loi d'Ohm) 
sont souvent utilisées en faisant des approximations simplificatrices dites 
de la magnétohydrodynamique (MHD). En fait celle-ci était initialement 
l’étude des propriétés des liquides conducteurs (mercure, alliage sodium- 
potassium) en mouvement dans un champ magnétique. Dans certaines 
conditions (perturbations lentes, plasmas denses) les propriétés des gaz 
ionisés en mouvement dans un champ magnétique peuvent être décrites 
par les mêmes équations. Mais cette assimilation n’est jamais que partielle- 
ment vraie ; il vaudrait mieux garder dans la terminologie la distinction 
entre la magnétohydrodynamique et la magnétoplasmadynamique. Cela 
explique que selon les problèmes traités et les auteurs, les approximations 
faites peuvent porter sur divers points que nous passons en revue dans ce 
paragraphe. 
En physique des plasmas, la MHD s’applique dans deux domaines : 
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e Propagation des ondes de basses fréquences en présence d’un fort 
champ magnétique, et plus spécialement développement d’instabilités 
dites MHD dans un plasma confiné magnétiquement (cf. section 
1.10). 


e Conversion d'énergie MHD: cette filière étudiée dans les années 60, 
à peu près abandonnée aujourd’hui [304], se proposait d'améliorer 
le rendement des centrales thermiques à charbon ou pétrole en se 
libérant du cycle de Carnot. Les gaz de combustion se détendent dans 
une tuyère (conversion d'énergie thermique en énergie cinétique) puis 
traversent à la vitesse V dans la direction Oz un canal MHD où il 
y à un fort champ magnétique transverse B dans la direction Or ; 


le champ d’induction E=-=VxB qui est dans la direction Oy 
permet de recueillir un courant sur des électrodes parallèles au plan 


V, B (conversion d’énergie cnétique en énergie électrique). Pour que 
ce système marche il faut ensemencer le gaz chaud produit par la 
combustion (avec éventuellement un échangeur pour utiliser dans le 
canal MHD un gaz inerte tel que l’argon) avec un métal alcalin pour 
le rendre suffisamment conducteur. La grosse difficulté technologique 
est alors la réalisation d’électrodes ayant une durée de vie raisonnable 
dans un tel environnement. 


9.4.1 Liquides conducteurs 
a) Équations générales 


Dans un liquide conducteur la MHD est consacrée à l’étude des interactions 


entre le champ de vitesse V et le champ d’induction magnétique B, qui 
décrivent le mouvement du fluide conducteur dans un champ magnétique. 
Elle est donc régie par un systéme d’équations couplées obtenu a partir des 
équations de Maxwell et des équations de l’hydrodynamique. Les premières 
s'écrivent ici sous forme simplifiée : 


=~ OB 
Vx B =) (9.106) 
= 
V-B=0 (9.107) 


=> — — 
où E, B, J sont le champ électrique, l'induction magnétique et la densité 
de courant. Les simplifications faites sont justifiées par le fait que, d’abord, 
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od = 

les liquides considérés ne sont pas magnétiques (B = po H) ; qu’ensuite 

le courant de polarisation diélectrique et le courant de déplacement de 
— 

Maxwell sont négligeables devant le courant de conduction J. D’autre 

part, T est relié aux champs appliqués par la loi d’Ohm relative à un 


conducteur en mouvement dans un champ magnétique : 

— => > ee 

J =o(E +V x B) (9.108) 
Dans cette relation, le champ d’induction V x B s’ajoute au champ élec- 
trique E produit dans le repère fixe ; la conductivité électrique ø est sup- 


posée scalaire et non modifiée par la présence du champ B (l'effet Hall est 
négligeable dans les métaux). Les équations générales de l’hydrodynamique 
s’écrivent, d’autre part, également sous forme simplifiée : 


V-V =0 (9.109) 


maa = J x B-Vp+nv?7V (9.110) 


où p, p, n sont la masse spécifique, la pression et la viscosité du liquide. 
Les équations ainsi écrites sont valables pour un fluide incompressible, 
visqueux et homogène (p et 7 constants). 


b) Convection et diffusion du champ magnétique 


En éliminant entre les équations (9.105) à (9.108) les variables auxiliaires 
Tet E, on obtient : 
3B 


a = VX (V x B)+AV°?B (9.111) 


1 


A= — (9.112) 
HoT 


= 
L’équation (9.111) met en évidence le couplage entre le champ B et le 

=> = 
champ de vitesse V ; si l’on suppose connu V , c’est-à-dire le mouvement 


4 
du fluide, elle décrit l’évolution de B ; c’est ce qu’on peut appeler avec 
Lundquist l’aspect cinématique de la MHD. Les deux termes qui figurent 
au deuxième membre de l’équation (9.111) décrivent deux mécanismes 


différents qui font évoluer B en un point donné : le premier dépend de la 
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vitesse du fluide, le deuxième est proportionnel à sa résistivité. Pour des 
raisons qui vont être développées, on peut les appeler : 


=>  — ; 
Vx(V xB) = terme de convection, 
AV? B = terme de diffusion. 


Supposons tout d’abord le deuxième terme nul, de sorte que l'équation 


Zy 
d'évolution de B se réduit a: 


o> =Vx(V x B) (9.113) 


Ce cas limite s’obtient en considérant un fluide de conductivité électrique 


o infinie ; pour que TJ et B restent finis, on doit alors avoir : 
=> o  — 
E+V x B=0 (9.114) 


Des deux équations (9.113) et (9.114) on peut déduire (cf. [108, p. 34]) que 
le champ magnétique est entraîné par la matière ; mathématiquement, 


z3 
cela s'exprime par deux théorèmes de convection de B représentés sur 
la figure 9.1(a) : sur ce schéma, C représente un contour fermé tracé à 


un certain instant ¢ dans le fluide et MP une ligne de force de B. À un 
instant ultérieur t’, les éléments du fluide se sont déplacés : ceux de la ligne 


MP décrivent une ligne M’P’. Les deux théorèmes de convection de B 
permettent d’affirmer que le flux du champ magnétique ®(C’) à travers C’ 
est égal au flux initial ®(C) à travers C et que la ligne M’P’ se confond 


comme MP avec une ligne de force de B. Ces deux résultats ont été 
énoncés clairement par l’astrophysicien suédois Alfvén, en 1942, qui les a 
résumés en disant que le champ magnétique et la matière constituent deux 
fluides gelés l’un dans l’autre. Remarquons que nous avons déjà obtenu ce 
résultat au chapitre 2 pour un plasma, à partir de la théorie des orbites 
adiabatiques. 

Considérons maintenant le cas limite opposé où le deuxième mécanisme 
d'évolution de B est dominant, de sorte que l’équation d’évolution de B 
se réduit à : 

a4 
2E =V? B (9.115) 


Sous cette forme, on reconnaît l’analogue vectorielle de l’ équation classique 
de la diffusion [cf. (5.35)} : À est le coefficient de diffusion de B. L’équation 
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[t] p 


(a) (b) 


Figure 9.1 : Convection et diffusion du champ magnétique dans un fluide. 
(a) Convection par un fluide infiniment conducteur. 


(b) Diffusion à travers un fluide résistif. 
Champ dirigé suivant Oz et dépendant seulement de x, avec t’ >t. 


(9.115) exprime le fait que toute perturbation locale de B tend à s’atténuer 
par diffusion selon le schéma indiqué sur la figure 9.1(b). La vitesse de 
diffusion est d’autant plus faible que la conductivité électrique du fluide est 
plus grande, parce que les courants de Foucault s'opposent aux variations 


de B. En un temps de l’ordre de t, la distance de diffusion est de l’ordre 
de (At)2 ; la pénétration d’un champ alternatif de pulsation w est limitée à 
une couche dont l'épaisseur est de l’ordre de (A/w)? : c’est l’effet de peau. 
Remarquons, enfin, que les phénomènes de diffusion décrits précédemment 


sont indépendants de V qui ne figure plus dans l'équation (9.115) : dans 


ce cas limite, il n’y a plus aucune convection de B par la matière. 

En pratique, convection et diffusion se superposent toujours plus ou 
moins et il est intéressant d'établir un critère caractérisant l importance 
relative de ces deux mécanismes. L’analyse dimensionnelle de l’équation 
(9.111) le permet ; désignons par / une longueur qui caractérise l'échelle de 


Vécoulement considéré (distance sur laquelle V ou B varie notablement) : 
on voit alors que le terme de convection est d’ordre VB/I et celui de 
diffusion d’ordre AB/I?. On peut donc former le nombre sans dimension : 


4 =s 
E E E EA (9.116) 


diffusion de B 


appelé nombre de Reynolds magnétique. 
Il y a une importante analogie entre l'équation (9.111) de transport de 


= 
B et l'équation qui décrit dans un fluide incompressible, non conducteur 
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mais visqueux, l'évolution de la grandeur W = V x y qu'on peut appeler 
la vorticité. Celle-ci s’écrit en effet (cf. [281, p. 65]) : 


Ow 
ot 
où v = n/p est la viscosité cinématique du fluide. La vorticité se transporte 


donc également par convection et par diffusion et le rapport de ces deux 
effets est caractérisé par le nombre de Reynolds usuel : 


=VV x @)4V?o (9.117) 


convection de W 


diffusion de W 


Ro = Vifv = l/l% (9.118) 


avec ly = V/v. Le parallélisme entre les grandeurs relatives à & et B 
est souligné dans le tableau 9.1. Pour un fluide donné, on peut former le 


Symbole | Expression Dénomination Valeur (Hg) 


(too) ! 
n/p 


B/(top)'/? 


a 
coeff. diffusion de B 


coeff. diffusion de W | 1.14 1077 


Prandtl magnétique 


vitesse d’ Alfvén 


t/lp = poo VI | Reynolds magnétique 1.31 Vi 
ls et Reynolds 8.7 10°V1 


Tableau 9.1 : Magnétohydrodynamique des liquides. 
Coefficients de diffusion, vitesses et nombres caractéristiques (unités SI). 


rapport : 


diffusionde 
P = Rg/R = v/m — (9.119) 


Ss 
diffusionde B 

appelé nombre de Prandtl magnétique. En pratique, pour tous les con- 

ducteurs liquides, on a P < 1 : les champs magnétiques diffusent et 

s’amortissent beaucoup plus vite que la vorticité. 


c) Pression et tension magnétique 


Dans l'équation fondamentale de la dynamique (9.110), le terme TxB 
représente la force électromagnétique appliquée 4 une unité de volume du 


Notions de magnétohydrodynamique 71 


fluide. En tenant compte de l'équation de Maxwell-Ampère (9.106) on peut 
montrer [292] que cette force est la divergence d’un tenseur, c’est-à-dire 
que l’on a : 


= => = = 

JxB=V-T=-V-I (9.120) 
ou T est le tenseur des efforts magnétiques (tractions) et Il, son opposé, 
celui des pressions magnétiques. En analysant ces tenseurs, on montre que 


le champ B exerce sur la matière (Fig. 9.2) une pression isotrope, appelée 
pression magnétique : 

B? 
2u 
et une force de traction dirigée selon les lignes de force (tension magné- 
tique) : 


PM (9.121) 


B? 
Pie (9.122) 
mug 


Lorsque le champ B est uniforme, la résultante des forces appliquées à un 
élément de volume du fluide est nulle [cf. (9.120) et Fig. 9.2(a)]. 
Dans un champ non uniforme, py et Tm varient d’un point à un autre 


=> lh 
et les lignes de force sont en général courbes. La force résultante J x B 
n’est plus alors nulle en général ; on peut vérifier qu’elle est perpendiculaire 


à Bet l’analyser [Fig. 9.2(b)] en deux composantes : l’une est due au 
gradient transverse de la pression magnétique ; l’autre, dirigée selon le 
rayon de courbure R de la ligne de force moyenne et égale à B?/ HoR, est 


SE 
la résultante des forces de traction. On peut vérifier que, lorsque J = 0, 


ts 
la structure du champ est telle (V x B = 0) que ces deux composantes se 
compensent, de sorte que la force résultante est effectivement nulle. 


d) Ondes d’Alfvén 


Lorsqu'un fluide assez conducteur est placé dans un champ magnétique sta- 


tique B, la propagation des ondes électromagnétiques de basse fréquence 
s'y fait avec entraînement de la matière par convection : de telles ondes 
sont appelées magnétohydrodynamiques (ou parfois hydromagnétiques). 
Le cas le plus simple est celui d'ondes planes sinusoïdales se propageant 


dans un fluide homogène, parallèlement à un champ uniforme Bo ; sila 
matière et le champ magnétique sont gelés l’un dans l’autre, on a alors les 
ondes d’Alfvén transversales dont la structure est représentée sur la figure 
9.3. Elles peuvent étre décrites en considérant les tubes de force comme 
des cordes vibrantes tendues par la tension magnétique Tm et chargées 
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(b) 


Figure 9.2 : Pression pm et tension Ty magnétiques. pm et Tm sont des 
forces par unité de surface. 
(a) Champ uniforme : résultante des forces nulle sur un élément de volume. 
(b) Champ non uniforme : force appliquée 4 un élément de volume. 
L ligne de force moyenne, P plan perpendiculaire à L. 
C centre de courbure de la ligne de force, MC = R rayon de courbure de L. 


par la matiére entrainée par convection. La vitesse de propagation de ces 
ondes est alors donnée par la formule classique des cordes vibrantes : 


B 
_ 1/2 _ 0 
Va = (Tu/p) "= Gp (9.123) 


V, est la vitesse d’Alfvén ; elle est indépendante de la fréquence. Les ondes 
d’Alfvén, comme les ondes sonores, sont sans dispersion dans le domaine 
des basses fréquences. En fait, leur existence suppose une forte interaction 
champ-matière ; le nombre de Reynolds magnétique qui caractérise cette 
interaction s’écrit ici : 

2ro B 


pw 


Rg = L= 


(9.124) 


où L est appelé nombre de Lundquist. Pour que les ondes d’Alfvén se 
propagent sans dispersion ni amortissement notable, il faut que le champ 
Bo et la conductivité c soient assez forts. 
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Figure 9.3 : Onde d’Alfvén. 


Propagation parallèle à un champ statique uniforme Bo. 
LL’ ligne de force déformée par l’onde. 
Ez, By, Vy composantes oscillantes de Æ, B, V liées à londe. 


9.4.2 Gaz faiblement ionisés 


Les propriétés hydrodynamiques d’un gaz faiblement ionisé sont essen- 
tiellement celles du gaz neutre. D’autre part, les forces électromagnétiques 
appliquées aux particules chargées sont transmises localement aux parti- 
cules neutres par les collisions électron-neutre et ion-neutre qui sont très 
fréquentes si la pression n’est pas trop basse. Dans ces conditions, on peut, 
si l’on se limite à l’étude d’écoulements ne variant pas trop vite dans le 
temps ou dans l’espace (basses fréquences, grandes longueurs d’ondes), 
transposer les équations de la MHD aux gaz faiblement ionisés. Cependant, 
pour tenir compte de la compressibilité du gaz, il faut écrire le système 
complet des équations hydrodynamiques. 
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Les équations électromagnétiques de la MHD se transposent sans grandes modifi- 
cations aux gaz faiblement ionisés. La condition pour que le courant de déplacement 
soit négligeable s’écrit : 


we 
w= 9rf K + (9.125) 


eo 
soit : 
f <107!nep7! em %. torr (9.126) 
Cette condition étant généralement satisfaite, la seule modification à apporter aux 
équations électromagnétiques concerne la loi d’?Ohm qui s’écrit maintenant : 


NeTe > ->  NeTeiTio 
JxB + — HR 


où Ne et Q; sont les fréquences gyromagnétiques des électrons et des ions, Te = 
(veo + Lei)! la “période de collision” des électrons, Tio = + la période de collision 
ion-neutre. Les deux termes supplémentaires qui figurent dans cette formule décrivent 
deux phénomènes nouveaux qui étaient négligeables dans les liquides : l’effet Hall et le 
“glissement” des ions par rapport aux neutres. L'importance de ces deux phénomènes 
est mesurée par les valeurs du paramètre QeTe appelé paramètre de Hall et du paramètre 
correspondant 2;7Ti9- 


7 =c(E+Vx B)- (J x B) x B (9.127) 


(@, Te/ B) (testa”!) 
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Figure 9.4 : Paramètre de Hall dans un mélange argon-césium 
(d’après [304]). 


La figure 9.4 donne à titre d’exemple les valeurs de {ere dans un mélange type 
argon-césium utilisé dans les convertisseurs d’énergie MHD. On y voit que, pour une 
pression de 1 atm, l'effet Hall commence à être important (QT. ~ 1) pour des champs 
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de 0.1 T (1000 gauss). Le tableau 9.2 permet finalement de comparer les propriétés 
magnétohydrodynamiques d’un gaz faiblement ionisé typique et d'un métal liquide tel 
que le mercure. 


Mercure | Gaz faiblement ionisé | Gaz fortement ionisé 


1.3 10-4V1 


Tableau 9.2 : Propriétés magnétohydrodynamiques de trois fluides. 
Gaz faiblement ionisé : convertisseur MHD 
Ar + 0.5% de Cs, p = 1 atm, T ~ 2300 K. 
Gaz fortement ionisé : plasma de fusion contrôlée. 
hydrogène, ne = 10% m~3, T = 108 K. 
l est la longueur caractéristique et V la vitesse du fluide (unités SI). 


9.4.3 Gaz totalement ionisés 


Dans un gaz faiblement ionisé, les électrons et les ions sont localement 
couplés au gaz de particules neutres par les collisions, de sorte que le 
mélange de ces trois espèces de particules se comporte du point de vue hy- 


drodynamique comme un fluide pur dont la vitesse V est essentiellement 
celle des particules neutres. Dans un gaz complètement ionisé, celles-ci ont 
complètement disparu, et en général les collisions électron-ion jouent un 
rôle assez faible dans la dynamique du milieu : il semble donc a priori que 
l’on devrait, en général, pour décrire le mouvement du plasma, utiliser une 
théorie à deux fluides dans laquelle les densités, vitesses et pressions par- 
tielles des électrons et des ions évoluent séparément. Considérons, cepen- 
dant, un plasma placé dans un champ magnétique assez fort ; les collisions 
sont négligeables si l’on a : 


ere > 1 Dr > 1 (9.128) 
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— 
Dans ces conditions, si le champ B est à variations spatiales et temporelles 
suffisamment lentes, les trajectoires individuelles des particules sont en 
première approximation des hélices dirigées suivant les lignes de force ma- 


gnétiques. Si, maintenant, on superpose au champ B un faible champ E, 
nous avons vu (cf. chapitre 2) que ces hélices dérivent lentement dans la 


=> 
direction perpendiculaire à B ; il en résulte que les deux espèces de parti- 
cules sont animées de la méme vitesse macroscopique, dite vitesse de dérive 
électrique : 


R=n=V = (9.129) 


23 
Autrement dit, le champ B lui-méme introduit un synchronisme entre les 
deux espéces de particules ; on peut donc traiter le plasma comme un fluide 
unique. D’autre part, la relation (9.129) peut aussi s’écrire : 


> > 
E+V x B=0 (9.130) 


qui est la forme limite que prend la loi d’Ohm (9.98) lorsque la conduc- 
tivité électrique o tend vers linfini. On peut enfin montrer (cf. problème 
P9-5) que le courant de déplacement est négligeable devant le courant de 
conduction si l’on a : 


we > Ne (9.131) 


ce qu’on peut aussi écrire en cm~*.gauss~? : 
Ne 
B2 > 54(Z/A) (9.132) 
où Ze et À sont la charge électrique et la masse atomique des ions du 
plasma. En résumé, si le champ magnétique est assez fort, donc si la con- 
dition (9.128) est remplie, si la fréquence des perturbations est assez basse 
w & N; et le plasma assez dense, donc si la condition (9.132) est rem- 
plie, alors ce plasma se comporte comme un fluide unique satisfaisant aux 
approximations de la MHD. La forme que prend la loi d’?Ohm montre de 
plus que le nombre de Reynolds magnétique est très élevé et que, par 


conséquent, la convection de B par le plasma l’emporte sur la diffusion. 
C’est cette dernière propriété qui détermine les très nombreuses applica- 
tions des idées de la MHD en géophysique, en astrophysique et dans les 
plasmas de laboratoires. 
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9.5 Confinement et diamagnétisme 


9.5.1 Confinement magnétique d’un plasma 


Supposons maintenant que la force de gravitation soit négligeable devant 
les forces électromagnétiques. On peut en général faire cette hypothése, 
quand on étudie des plasmas de faibles dimensions produits à la surface 
de la Terre ; en effet, si a désigne une dimension caractéristique d’un tel 
plasma, la pression de celui-ci varie de façon notable sur une distance de 
l’ordre de a ; si a est bien plus petit que le rayon terrestre, les variations 
du potentiel de gravitation sont faibles sur cette même distance. D’après 
(9.90) les variations de pression du plasma ne peuvent alors être créées 


que par le terme Tee ; si donc on néglige les effets de gravitation, les 
équations (9.90) et (9.98) s’écrivent en régime stationnaire : 


= = = 
V:-U=JSxB (9.133) 
Bel Ves |X 8 eee ape (9.134) 
Nede Nee 


On peut discuter de façon simple ces équations en supposant de plus que 
les pressions sont scalaires ; (9.133) s’écrit alors : 


=> => 
Vp=J xB (9.135) 
On a d’ailleurs, d’après l'équation de Maxwell-Ampère : 
=> = 
Vx B = po J (9.136) 


Ces deux équations servent de base à la théorie simplifiée du confine- 
ment d’un plasma par un champ magnétique. On dit qu’un plasma est 
confiné quand il occupe une région fermée de l’espace ; en dehors de cette 
région, sa pression est nulle. On peut considérer la famille des surfaces iso- 
bariques du plasma, définies par la condition p = À, À étant un paramètre 
variable. Le vecteur Vp est en tout point dirigé suivant la surface normale 
à la surface isobarique passant par ce point ; la formule (9.135) montre 


alors que les vecteurs J et B sont dans le plan tangent à cette surface. 
Autrement dit, les lignes de forces magnétiques et les lignes de courant sont 
tracées sur les surfaces isobariques. L'étude des propriétés des plasmas con- 
finés selon ce schéma constitue un chapitre particulier de la physique des 
plasmas que nous n’étudions pas en détail, bien qu’il soit très important 
pour l'étude théorique des réacteurs à fusion contrôlée. Nous renvoyons 
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pour cela le lecteur à {110, chapitres 7 et 12] qui contient de nombreuses 
références à la littérature originale. On y démontre notamment que les 
surfaces isobares sont topologiquement analogues à des tores [Fig. 9.5(a)] 
et qu’il existe une surface singulière, réduite à une courbe. Celle-ci corre- 
spond à un maximum de la pression ; c’est une ligne de force singulière 
appelée axe magnétique du système. 


(a) (b) 


Figure 9.5 : Confinement magnétique d’un plasma. 


(a) Topologie toroïdale. 
(b) Diamagnétisme du plasma. 


Il est intéressant de préciser la relation reliant la pression et le champ 
magnétique dans un exemple idéal simple, celui d’un confinement unidi- 
mensionnel par un champ magnétique à lignes, de forces parallèles. Sup- 


posons donc que B est en tout point paralèle à Oz, que le plasma et le 
champ magnétique s'étendent jusqu’à l'infini dans les directions Oy et Oz 
et que leurs propriétés ne dépendent que de x [Fig. 9.5(b)]. Par combinai- 
son de (9.135) et (9.136) on obtient : 


1 1 1 
Vp= —[(V x B) x B] = —B-VB - —VvB? (9.137) 
Ho Ho 2440 


Dans le cas étudié ici ona B-VB = 0, d’ot par intégration de (9.137) : 
2 


B 
+ — =Cte 9.138 
ETA ( ) 


Cette formule montre que 2 joue le rôle d’une pression : c’est la pres- 
sion magnétique que nous avons introduite au paragraphe 9.4.1 c). Dans 
l'exemple simple étudié ici, le confinement magnétique du plasma s’exprime 
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par le fait que la somme de la pression du plasma et de la pression magné- 
tique reste constante. On a représenté cela sur la figure 9.5(b), en tracant 
en trait plein la courbe représentant les variations de p avec x, et en trait 
pointillé la courbe représentant les variations de B?/2yo. 


9.5.2 Diamagnétisme d’un plasma 


La formule (9.138) montre que si p croît, B diminue : le plasma se comporte 
donc comme un milieu diamagnétique. On peut d’ailleurs obtenir facile- 
ment un critère pour évaluer l’importance de ce diamagnétisme. À cet 
effet, considérons à nouveau le schéma de la figure 9.5(b) : à l'extérieur du 
plasma le champ magnétique est B = Bo, à l’intérieur B = B; ; pour que 
l'on ait B, Bo il faut et il suffit d’après (9.138) que l’on ait pı  B2/2u0, 
p1 étant la pression cinétique à l’intérieur du plasma ; on a d’ailleurs alors 
aussi pı < B?/210. On peut donc dire que le diamagnétisme du plasma 
est négligeable si l’on a en tout point : 
2 


B 
«— 9.139 
PES ( ) 


Si au contraire p devient de l’ordre de p le diamagnétisme du plasma est 
important. 

Il est, d’ailleurs, intéressant de relier directement le diamagnétisme aux 
propriétés des trajectoires individuelles des particules. Nous avons vu en 
effet au chapitre 2 que chaque particule du plasma possède si on néglige 
les collisions un moment magnétique : 


p= zmuł/B (9.140) 


et que ce moment est dirigé dans le sens inverse à B. Rappelons toutefois 
que la formule (9.140) n’a de sens que si la condition d’adiabadicité spatiale 
est satisfaite (6B/B < 1 pour 6x = 1 rayon d’orbite). Cela étant, nous 
pouvons calculer le moment magnétique M,, par unité de volume du gaz 
d'électrons en effectuant sur la fonction de distribution des électrons fe 
l'intégration : 


. ar | is aad 
Me = a | sinew fT due 
-5 f gmo, +w) Tue (9.141) 


Si la fonction de distribution est presque isotrope, la pression cinétique pe 
des électrons est presque scalaire, on a ve < we et (9.141) peut s’écrire 
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d’après la définition de cette pression : 
_ Pea 


Les ions produisant une contribution analogue, le moment magnétique 
total par unité de volume est donc : 


M = -Ez (9.143) 


= 
Dans l’intérieur du plasma M est constant ; une polarisation magnétique 


— 
constante ne correspond à aucun courant électrique macroscopique et B 


— 
est aussi constant ; par contre, dans la couche de transition, M est variable 
et il lui correspond une densité de courant : 


— = 
Iu =VxM (9.144) 


— 
Nous verrons au paragraphe suivant que Jm n’est qu’une partie du courant 
— 
total J. 


9.5.3 Vitesses macroscopiques et vitesses 
de dérives des particules 


Il est intéressant de remarquer que les vitesses macroscopiques déduites des équations 
macroscopiques ne coïncident pas en général avec les vitesses de dérives des particules 
individuelles établies au chapitre 2. Pour le voir, on considère un régime quasi statique où 
les collisions sont négligeables. Les équations de transport de la quantité de mouvement 
donnent par exemple pour les électrons : 


—d = = 
apr D EX B 1 (V-%)x B 
Pe = Mel Be T mge B3 


(9.145) 


où Vell est un vecteur arbitraire parallèle à B. Si le milieu est homogène V : Y = 0 et 
la composante transversale de la vitesse macroscopique ainsi trouvée coïncide avec la 
vitesse de dérive purement électrique obtenue au chapitre 2. 

Par contre, si le milieu n’est pas homogène, la vitesse macroscopique (9.145) ne 
coincide pas avec la vitesse de dérive des particules individuelles. Ce résultat apparem- 
ment paradoxal s’explique de la façon suivante : la vitesse de dérive wp d’une particule 
est la vitesse de son centre de rotation. Si l’on considère tous les centres de rotation 
qui sont à un instant donné dans un petit élément de volume dr, on peut calculer une 


valeur moyenne mi de leurs vitesses wp. Cette moyenne est différente de la vitesse 
macroscopique v ; en effet W est la moyenne des vitesses instantanées des particules 
qui sont elles-mêmes dans l’élément de volume dr. Ce groupe de particules ne corres- 
pond pas aux centres de rotation situés dans dr : en fait, si dr est assez petit, leurs 
centres de rotation sont tous autour de ce volume, comme indiqué schématiquement 
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sur la figure 9.6(b). La discussion détaillée des relations entre W et v/ a été donnée 
par divers auteurs (cf. [109], [110], [111]). A titre d’exemple nous étudions un exemple 
simple unidimensionnel en faisant comme au paragraphe précédent hypothèse que les 
lignes de forces de B sont en tout point paralléles 4 l’axe Oz. Pour simplifier nous 
supposons également E =0 et nous n’écrivons pas les vitesses parallèles à B, qui ne 


posent d’ailleurs aucune difficulté. Nous supposons enfin que les pressions sont scalaires. 
Dans ces conditions on a, par exemple pour les électrons, d’après (9.145) et (2.147) : 


Gee ee (9.146) 
Nele B2 
B x VB? 
Ip = UE (9.147) 
d’où l’on déduit en effectuant dans (9.147) la moyenne sur l’espace des vitesses : 
BR 2 
ve = Pe BxVB" (9.148) 


To 2nede BA 
Si l’on exprime ces formules en termes de courant électrique, il est facile de voir que le 


courant total transporté par les électrons Je est la somme d’un courant de dérive Tne 
et du courant de diamagnétisme Jme. On a en effet, d’après (9.146), (9.148) et (9.142) : 


=> mn Bx VPe 1 dpe _, 
Je = NeGeVe = TB = B dx * (9.149) 
= => BxVB Pe dpe _, 
JDe = Nege Ve = Pe— p 7 nid (9.150) 
--—> = d 
Ime =V x Me = ~V x ez = = (pe/B) 8 (9.151) 


sur Jesquelles on vérifie immédiatement la relation annoncée : 


=> — — 
Je = Jpe + JMe (9.152) 


Une formule analogue existant pour les ions, il est à noter que les relations (9.149) à 
(9.152) s'appliquent aussi aux courants et pressions totales produits par les deux espèces 
de particules ensemble. Il est intéressant, pour illustrer ces formules, d'étudier les trois 
cas particuliers suivants : 


— 

© a) Champ magnétique uniforme, plasma non homogène : on a alors Wpe = v, = 
0 et ve Æ 0. Le courant de dérive est nul et le courant total se confond avec le 
courant de diamagnétisme. D’après la discussion du paragraphe précédent, ce cas 
ne peut se produire que si le plasma est assez peu dense pour que la condition 
(9.140) soit satisfaite. Il est représenté sur la figure 9.6(a) qui montre comment un 
gradient de pression peut engendrer une vitesse macroscopique perpendiculaire 
aux lignes de forces bien que les centres de rotation des particules individuelles 
n'aient pas de vitesse de dérive. Les orbites représentées sont celles qui sont sur la 
droite AA’ dans un plan perpendiculaire à B. Le nombre de particules décrivant 
l’une de ces orbites est représenté par l'épaisseur du trait ; il y a plus de particules 
dans la région gauche de la figure, et il est clair qu’en un point quelconque M de 
la droite AA/, il y a plus de particules se dirigeant vers le haut que vers le bas ; 
d'où l'apparition d’une vitesse macroscopique ve. 


S pa macroscopique 
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(b) Trajectoire 
des particules ©@B, 


4 Gradient de pression is 


Lieu des centres 
de rotation 


Figure 9.6 : Courant macroscopique et vitesse de dérive. 
(a) Plasma inhomogéne, champ magnétique uniforme. 
(b) Plasma homogéne, champ magnétique non uniforme. 


e 8) Champ magnétique non uniforme et plasma homogène : on a, au contraire, 


wpe = 0 et ve = 0. Les formules (9.150) et (9.151) montrent que le courant 
total est nul parce que le courant de diamagnétisme annule le courant de dérive. 
Cette compensation est représentée sur la figure 9.6(b) : les particules dérivent 
individuellement vers le haut comme prévu par la formule (9.147). Mais au point 
considéré il y a plus de particules effectuant leur mouvement de rotation vers le 
bas que de particules l’effectuant vers le haut ; en effet les premières sont vers 
la gauche de la figure dans la région des plus faibles champs magnétiques leurs 
rayons d’orbites sont donc plus grands et leurs centres de rotation occupent un 
plus grand volume. 


© y) Champ magnétique et pression reliés par la relation de confinement (9.138) : 


on a alors, d’après les relations (9.149), (9.150) et (9.151) : 


= 1 dB 
J = -—— ey 9.153 
an (9.153) 

7? p dB, 

Jp = B? dx y (9.154) 
— p 1\dB_, 
Ju = = 9.155 
M (A a dx” ( 


On voit que le courant diamagnétisme et le courant de dérive sont de signes 
contraires ; de plus le courant de diamagnétisme est supérieur au courant de 
dérive, de sorte que le courant total est de méme signe que le courant de diama- 
gnétisme et de sens contraire au courant de dérive. L’ordre de grandeur relatif 
de ces trois courants dépend d’ailleurs uniquement du rapport de la pression 
cinétique 4 la pression magnétique au point considéré : 
- si l’on a p € B?/2yo, on a Tx Tu. Jp < J ; à la limite, quand p tend 
vers zéro on retrouve la situation décrite ci-dessus dans le cas a) et sur la figure 
9.6(a) ; 

= =_ 
-si l’on a p > B?/2p0o, 0na J & —Jy, J & Jp ; cette situation est maintenant 
analogue au cas limite 8) décrit ci-dessus. 
Ce deuxième cas limite peut être également obtenu si l’on considère un plasma 
en équilibre thermodynamique dans un champ magnétique non homogène. On 
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peut montrer que l'existence d’un champ magnétique statique quelconque ne 
modifie pas les propriétés de cet équilibre thermodynamique. La fonction de dis- 
tribution des vitesses de chaque espèce de particules y est maxwellienne, donc 
isotrope, et les vitesses macroscopiques sont nulles. Bien entendu, si partant 
d’un état où B = 0, on applique à un plasma un champ magnétique, les effets 
d’induction qui en résultent produisent un régime variable dans lequel apparais- 


sent des courants ; quand B se sera stabilisé il faudra un certain temps pour 
que le plasma relaxe vers l'équilibre thermodynamique par l'effet des collisions. 
L'existence et l'établissement de cet équilibre ne peuvent pas s’étudier en toute 
rigueur sans préciser la nature du récipient complètement clos dans lequel le 
plasma est enfermé. 


Dans le même ordre de questions, il faut bien remarquer qu’il y a une certaine 
part d’arbitraire dans les hypothèses a), 8) ou y) faites ci-dessus (pressions scalaires, 
plasma isotherme). On ne peut pas lever cet arbitraire dans le seul cadre des équations 
macroscopiques ; cela tient, comme nous l’avons déjà souvent remarqué, au fait que ces 
équations forment un système incomplet et qu’elles ne déterminent pas les pressions. 


9.6 Effets des collisions inélastiques 


Lorsqu'il y a des collisions inélastiques, celles-ci ont pour résultat de créer 
et de faire disparaître des particules. Dans les équations hydrodynamiques 
des particules d’espéce a, cela se traduit par une modification des termes 
de source de particules Ja, de quantité de mouvement P, et d'énergie sq. 


Le calcul de I, est immédiat, car cette quantité n’est autre que la 
somme algébrique de tous les taux de réactions où intervient une particule 
d'espèce a. Chacun d’entre eux se calcule par une formule du type (4.27), 
et on l’affecte du signe + ou — selon que la réaction produit ou détruit une 
particule d’espéce a. Il faut cependant noter que les collisions de type 12/14 
(dont le prototype est l’excitation par collision électronique e, A, e, A*) 
ne changent pas le nombre des particules d’espéce 1. Elles n’apportent 
aucune contibution au terme J de celles-ci ; elles contibuent par contre 
aux échanges d'énergie et de quantité de mouvement. 


Le calcul de P, et Sa est plus compliqué. On ne peut en effet évaluer 
ces grandeurs qu’au moyen de l'équation de Boltzmann, à condition de 
connaître la section efficace différentielle du processus considéré. Le lecteur 
pourra se rendre compte des difficultés de cette approche en consultant par 
exemple [299, chapitre 2]. Il y a cependant un cas simple : c’est le calcul de 
la perte d'énergie s des électrons par excitation (ou désexcitation) d’atomes 
ou de molécules. Ces derniers, étant de masse beaucoup plus grande, peu- 
vent être traités comme des diffuseurs fixes qui ne prennent aucune énergie 
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de recul dans la collision. Le terme se se déduit alors simplement du taux 
de réaction par la relation : 


8e = LQ (9.156) 


où Q est l'énergie de réaction (cf. section 4.3). 


9.7 Appendices 
A9-1 Termes d'interaction dans les équations 
de transport 


a) Formules générales 


L’équation de transport (9.21) de la grandeur À fait apparaître le terme d'interaction : 


Xio 
C[A(w1)] = fa e Sha dwn drz duo (9.157) 
m wi ee 


Dans cet appendice nous allons calculer les divers termes de ce type que l’on rencontre 
dans les équations de transport usuelles. Nous les écrivons pour alléger les notations : 


I = Cl) 
P = C(mw) 
R = C(mww) 
r = O(mw?/2) = a) 
5 = CmT-T{r-7) 
s = Cm — VP /2 => TE) 


Dans le calcul de ces intégrales, on admet que les forces d’interaction Xi ne dépendent 
pas des vitesses mais seulement des positions. 

Dans le cas des gaz neutres, cela revient à considérer l'interaction entre deux atomes 
ou molécules comme un phénomène quasi statique décrit par une déformation adiaba- 
tique des deux atomes (ou molécules) interagissant. Cette hypothèse tomberait en défaut 
si la vitesse relative des deux atomes (ou molécules) devenait comparable aux vitesses 
orbitales électroniques à l’intérieur des deux atomes (ou molécules). Un calcul d’ordre 
de grandeur montre facilement que ceci correspond à des énergies relatives de l’ordre de 


— Ry (M masse moléculaire, me masse des molécules, Ry = 13,5 eV) soit de l’ordre 
Me 
de 105 eV. 

Dans le cas des plasmas, nous avons vu dans la section 3.2 que les forces d’interaction 
électromagnétiques entre deux particules chargées (qui dépendent des vitesses) sont 
d'ordre w?/c? par rapport aux forces d'interaction électrostatiques. Dans les plasmas 


non relativistes ces forces sont donc négligeables. 
Dans ces conditions, la formule (9.157) peut s’écrire aussi : 


can=- fa (2 f E ada dn) a (9.158) 


ðw? m 
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soit, en intégrant par partie (le terme tout intégré étant nul pour toute forme raisonnable 
de fiz) 5 
—_ 
X ðA 
C(A1) = | (f zaz fiz dr du) Z2 dun (9.159) 
m FT 2 Oui — 


OA 5 
Dans cette formule, —— est une grandeur tensorielle d’un ordre supérieur d’une unité 


w 
à celui de A, avec les cas particuliers suivants : 


A=1 —=0 (9.160) 


A=vw — =5T + (6T) (9.161) 


où le signe T désigne la transposition des deux derniers indices du tenseur, de sorte que 
le terme ij k du deuxième membre de cette dernière équation s’écrit explicitement : 


bi; Wk + ikWj (9.162) 
En reportant (9.160) à (9.161) dans (9.159) on obtient les expressions générales : 
I= 0 (9.163) 
P= / X12 m2 dro (9.164) 
R= JE + WKB) hadra du du (9.165) 
Les trois autres termes de collisions s’en déduisent facilement ensuite car l'on a : 
1 == — 
r= 3 TR) = T wi. X19 fia drz dwg dw (9.166) 
et en développant le produit (w — v)(w — v) : 
S=R-(wP + PTV) (9.167) 
=> 
s=r-v.P (9.168) 


Remarque : On trouve donc que / est toujours nul. Ceci est satisfaisant puisque les 
seules collisions prises en compte sont les collisions élastiques qui conservent le nombre 
des particules. Ce résultat n’est cependant pas totalement évident ; en effet le théorème 
de conservation des particules par les collisions élastiques s'applique au système global 
constitué par une certaine masse de gaz. Compte tenu du caractère non local du terme 
de collision général inclus dans l'expression (9.157), cette conservation globale pourrait 
ne pas impliquer la règle locale 7 = 0. Nous allons d’ailleurs voir aux paragraphes 
suivants que, pour la conservation de la quantité de mouvement et de l’énergie, les 
termes locaux ne sont pas nuls dans un système non homogène (effets de gradients). 


b) Effets des corrélations 


a) Structure des corrélations Nous écrivons maintenant la fonction de dis- 
tribution double sous la forme : 


fia = fifa + fin + fie (9.169) 
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F 
fie = fife g912(77, 72) (9.170) 
fiz = fie 77, 73, wi, wm) (9.171) 


Sous cette forme on a séparé dans f12 trois termes de natures physiques différentes : 


è le terme non corrélé fi fo ; 


f . z ip: e . . 2 . 
e le terme f,, qui présente des corrélations spatiales exprimées par la fonction g12 
mais pas de corrélations de vitesse ; 


« le terme fin qui représente d'éventuelles corrélations de position dépendant des 
vitesses. 


Dans le calcul des termes d'interaction on pose de même : 


v + => 
P=P +4+P4P (9.172) 
R=R +R+R" (9.173) 


en affectant du signe “v” les contributions du type Vlasov amenées par le terme fi f2, du 
signe “prime” les contributions apportées par fiz et du signe “seconde” celles apportées 
par fie 

Dans un gaz en équilibre thermodynamique on peut montrer (cf. problème P9-2) 
que si les forces d'interactions ne dépendent pas des vitesses, la fonction de distribution 
double ne présente que les deux premiers termes ; il n’y a donc que des corrélations 
de position indépendantes des vitesses. Dans un gaz hors équilibre on ne peut pas a 
priori exclure l’existence de corrélations de position dépendant des vitesses, c’est-à-dire 
l'existence d’un terme fio. 

Ceci étant, la décomposition de f12 en deux termes selon ce schéma n’est pas uni- 
voque ; elle peut même se faire a priori d’une infinité de manières puisqu'on dispose 
des deux fonctions fiz et fiz pour représenter la seule fonction f12. On peut donc im- 
poser une condition supplémentaire pour rendre univoque la décomposition de f12. Il 
est possible de le faire en décidant que f], ne contribue pas à la densité double n12 (cf. 
problème P9-2). 


B) Calculs des termes de corrélations dans C(A) Les contributions 
du type Vlasov ont été calculées dans la section 9.2.4. Calculons maintenant l'effet des 
corrélations ; en reportant les formules (9.169) à (9.171) dans (9.164) et (9.165) on 
obtient facilement : 


eu — 

P= m | raosan (9.174) 
P= 0 (9.175) 
R= Pui+vwP (9.176) 


F -= i Gi + WZ) fla dra dwz dun 


et par conséquent d’après (9.167 et 9.168) : 


S=R (9.177) 


rer (9.178) 
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avec : 


r = J WX 12 fiz dro dwz dur (9.179) 


= 
On voit que seules les corrélations de positions contribuent à P , et qu’elles s’éliminent 
par contre dans S et =’. 
=} 
Dans un gaz homogène, isotrope, l'intégrale P, est nulle par raison de symétrie. 


y 
Dans le cas général d’un gaz non homogène, P, n'est pas nul (l’action des particules 2 
situées “à gauche” du point 1 peut lemporter sur l'action de celles situées “à droite”). 


Nous montrerons ci-dessous que si les forces d'interactions sont des forces centrales 
= 


pan 3 A 7 t » x A . 
dérivant d'un potentiel, P, et r} dérivent eux-mêmes de potentiels macroscopiques, 
c’est-à-dire que l’on a: 


P=-VT (9.180) 
ri = —V.5? (9.181) 


et nous trouverons les expressions de 71 (qu’on appelle la pression interparticulaire) et 
de a7. 


c) Cas des mélanges 


Les calculs précédents ont été faits dans le cas d’un gaz pur. Dans le cas des mélanges 
ils se transposent tels quels aux interactions aa entre particules de mémes espéces. Par 
contre il peut apparaître des effets nouveaux pour des interactions de type ab entre des 
particules a et des particules b d’espéces différentes. Reprenons donc rapidement les 
calculs pour ces interactions ab. 


a) Expressions générales des termes Cap Considérant maintenant une 
fonction : 


Aal = A(Fai, Wai, t) (9.182) 
le terme d’interaction ab au point 77 relatif & cette grandeur peut s’écrire : 
X OA 
Capi (Aa1) = i d 2°)? fabi2 droz dune). ca dwa1 (9.183) 
m Wai 
et lon en déduit comme précédemment les expressions : 
lai =0 (9.184) 
—_> —— 
Pabi = | Xab12 ab12 droz (9.185) 
= = —— 
Ran = Jr + Wai Xab12) fab12drp2 dwo2 dwar (9.186) 
—_ 
Tabi = f Wal: Xabı2 fab12 droz dwy2 dwar (9.187) 
Sabi = Rab — (0e Pat + Patte) (9.188) 


= 
ay 
Sabl = Tab — Va-Pab 
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8) Effet des corrélations Comme pour un gaz pur, on analyse la fonction de 
distribution double fab12 en trois composantes en posant : 


+ 1r 
Jabi2 = far foz + fabiz + favre (9.189) 
fan = fai fa2(1 + gavi2) (9.190) 
Rab12 = Nap12 = Na1N2(1 + Jab12) (9.191) 
Napa = 0 (9.192) 


OÙ gab12 ne dépend que des positions et Fe est où un terme éventuel dépendant à la 
fois des positions et des vitesses. Cette décomposition de fab12 en trois termes conduit 


—; = 
à séparer aussi chacune des quantités P,, et Ra, en trois termes, les termes de Vlasov 
et les termes : 


—— 
Pay, = Mar | Xabl2 2 Jab12drb2 


ti 
Poot =0 
, ? 4 Ps, ss! ae 
Rabi = Papi Yal + a1 Pavi 
er => =_ n 
Ru = | (Xab2wer + Wai Xabı2)fap12 droz dwa dwar 
a 
Sabi = aol 
tt 
Sabi = Tabi 
F 
Cependant on ne peut pas de façon générale aller plus loin : P b1 et Sabı ne dérivent 


— 
pas en général de potentiels. Pour pouvoir expliciter Py et Sab1 il faut se placer dans 
un cadre analogue à celui des équations de Navier-Stokes : il faut supposer que l’on est 
près de l'équilibre thermodynamique. On obtient alors : 


— 


Pabi = —Nai Ma (Val — Ut) Viabi (9.193) 
+ 
Sabi = Nal K (Toi — Tor) Voab1 (9.194) 


OÙ Vian et Yeap sont les fréquences de collisions efficaces au point 1 respectivement 
pour l’échange de quantité de mouvement et l’échange d’énergie. Notons enfin qu’il 
existe entre les termes Cab et Cba des lois de réciprocité que nous allons discuter au 
paragraphe suivant. 


d) Propriétés de réciprocité des termes Cab. Cas des gaz 
faiblement inhomogènes 


a) Formules générales (interactions à portée finie) Nous avons vu au 
paragraphe précédent que les termes d’échange de quantité de mouvement et d'énergie 
par interaction entre les particules d'espèces a et b s'écrivent de façon générale : 


Pabi = Í Xab12 Nab12 dr2 (9.195) 
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Lens À mn 
Sabl = J Wi -Xabi2 fariz dr2 dur dw (9.196) 


où l’on a supposé les forces d’interactions Xgp12 indépendantes des vitesses et désigné 
par Fas la partie de la fonction de distribution double représentant les corrélations 
de position dépendant des vitesses. Les intégrales représentant l’action réciproque des 
particules a sur les particules 6 s’écrivent de même : 


— ——> 

Poot = | Xba12 2oa12 dro (9.197) 
—_ tt 

Sbal = 7 W1-Xpai2 foa12 dr2 dw dw2 (9.198) 


Nous supposons dans cet appendice que les forces d’interaction ont une portée finie R, 
c'est-à-dire que l’on a: 

=> 

Xabig =0 pour ry2>R (9.199) 
Les intégrales ci-dessus peuvent donc être limitées à la sphère d’interaction définie par 
la condition (9.199). 

Pour analyser les propriétés de P,p1 et sg; nous partageons cette sphère en deux 
+ ` 

demi-sphères £ et © par un plan diamétral arbitraire [Fig. 9.7(a)]. À tout point 2 de 


la sphère © on peut associer un point 3 situé dans X’ et diamétralement opposé de 2 
par rapport au centre 1 de la sphére d’interaction. On peut donc partager chacune des 


(a) (b) Nbay3 = Nabyo 
Nab13 = Nha 
3 1 2 
a b 
a b 
b a 
b a 


Figure 9.7 : Propriétés de symétrie des termes d’interaction. 


(a) Partage de la sphère d’interaction en deux demi-sphères. 
(b) Invariance par translation des densités doubles dans un gaz homogène. 


intégrales (9.195) à (9.198) en deux termes, l’un portant sur © et l’autre sur £'.Ona 


=> — 
par exemple pour Papi et Phal : 


—— ——— —— 
Poot = | Xabi2abi2 dro + X ab13 Mab13 dr3 (9.200) 
z Da 
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— —— = 
Poa = Xba12 Mbai2 dr2 + Xba13 Tba13 dr3 (9.201) 
3 x 
Compte tenu des relations : 
> > > + 
Xab12 = Xba12 = —Xavis = —Xba13 (9.202) 
et: 
dr3 = dr2 (9.203) 
les équations (9.200) et (9.201) peuvent s’écrire aussi : 
— _ 
Pabi = | Xab12 (Nab12 — Nab13) dr2 (9.204) 
E 
— + = 
Poa =] Xab12 (Nba12 — Nba13) dr2 (9.205) 
b3) 


Le même calcul effectué pour Sap donne : 


+ + 
Sabl -f A J Wi.Xani2 (Fania — Jab13) dr2 dwi du (9.206) 
x Jw] 


2 


w: 
11 
sas] fo Le wt. Xabi2 (foara — hais) dr2 du dwz (9.207) 
E vw we 


8) Cas des gaz isotropes Dans un gaz isotrope les densités doubles sont in- 
variantes par rotation du point 2 autour du point 1 ; on a alors : 


Nab12 = Nab13 (9.208) 


Nba12 = Nba13 (9.209) 
Il en résulte d’après (9.204) et (9.205) que l’on a : 


Pabi = Phal = 0 (9.210) 


a . . . . . + LA 
Le même raisonnement ne peut pas se faire pour Sap qui fait intervenir f,,,9- Cette 
fonction dépend des vitesses, plus précisément de la vitesse relative : 


gi2 = 03 — ui (9.211) 


et exprime le fait que dans la sphère d'interaction les corrélations dépendent de g12, 
comme nous l’avons d’ailleurs bien vu dans l’établissement de l'intégrale de Boltzmann 


(cf. section 8.4.3). Il en résulte que même si le gaz est isotrope on n’a pas pour i 


ab12 

de règle d’invariance vis-à-vis d’une rotation de 2 autour de 1 et que l’on a en général : 
Sabi #0 (9.212) 

Sbai Æ Q (9.213) 


y) Cas des gaz homogènes De manière générale les densités doubles peuvent 
être considérées comme des fonctions de T7 et du vecteur position relative 712 = 72 — 
71. Cependant dans un gaz homogène les propriétés du fluide ne dépendent pas de la 
position ; nab12 ne doit plus être alors fonction que du vecteur 713. En d’autres termes, 
les densités doubles napı2 doivent être invariantes par translation. 
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En effectuant la translation qui transporte le vecteur 31 sur le vecteur 12 
(Fig. 9.7(b)} on obtient les relations : 


Nbal3 = Pab12 (9.214) 
Nabi3 = Nbal2 (9.215) 
J — — 
En reportant ces relations dans les expressions (9.204) et (9.204) on voit que Pap et Pha 
obéissent à la loi de réciprocité : 
— — 
Pabi + Poai = 0 (9.216) 
Pour sg, on remarque que de manière générale Fs peut être considérée comme une 


fonction de ry, w1, T12 et 912. Cependant dans un gaz homogène elle n’est plus fonction 
—_ —+ — . ” se a 
que de 712, wi et 912. Pour des valeurs données des vitesses, f p13 obéit donc aux mêmes 


règles d’invariance que ng412 vis-à-vis des translations. Et l’on en déduit par un calcul 


analogue 4 celui fait pour Pa que l’on a la règle de réciprocité : 


Sabl + Sbai = 0 (9.217) 


6) Cas des gaz faiblement inhomogènes 


Calcul de P,» Dans un gaz non homogène les densités doubles ne sont pas 
invariantes par translation. Cependant, dans les régimes fluides usuels, l’inhomogénéité 
est faible à l'échelle de la sphère d’interaction. En effectuant la translation représentée 
sur la figure 9.7(b) on obtient alors en considérant ng4;2 comme une fonction de 77 et 


de 712 : 


Pba13 = Nab12 — T12* —— Nab12 (9.218) 
Ory 

Nabi3 = Nbai2 — F12 * — Nbaiz (9.219) 
TI 


D'où l’on déduit à partir de (9.204) et (9.205) : 


> > > le] 
Poot + Pat = f Xab12 LE < — y (nabiz + near) | dra (9.220) 
g Ory 
soit encore, puisque Fr et 712 sont des variables indépendantes : 
——— = ð = _, 
Pabi + Poal = = : Xab12 T12 (Nab12 + Nba12)dr2 (9.221) 
T1 x 


On voit donc finalement que la somme Pa + Pro dérive d’un potentiel, c’est-a-dire que 
Pona: 

—> — — 

Pap + Poa =. —V Tab (9.222) 
L'expression du tenseur de pression interparticulaire 7g, est fournie par la formule 
(9.221). On peut l'écrire sous une forme légèrement différente en remarquant que le 
plan séparant la sphére d’interaction en deux moitiés est arbitraire. On aurait donc 
obtenu le même résultat en faisant l'intégrale sur D au lieu de © ; pour éliminer cette 
séparation artificielle on peut donc écrire : 


1 ony 
Fabl = —> / Xab12 712 (Nab12 + Nba12)dr2 (9.223) 
DHE 


2 
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où l'intégrale porte maintenant sur la totalité du volume de la sphère d’interaction. 
Les calculs précédents se transposent facilement au cas où a et b sont identiques et 
Yon trouve ainsi pour un gaz pur : 


dans un gaz homogène Pos = 0 (9.224) 
dans un gaz faiblement inhomogène Paa = -V Faa 
avec : 
Taal = -3 J Xaa12 Fis re drz (9.225) 


Calcul de Sab On obtient par un calcul analogue à celui de Pa : 


Sab + Sba = —V -Tab (9.226) 
avec: 


= vai =-} fm FR (Gi. Xab12)(fopio + foa1o)dra dus du dw2 (9.227) 


où l’on a comme pour Tab à effectuer l'intégrale sur la totalité © + D de la sphère 
d'interaction ; et dans un gaz pur : 


Saa = —V-Gaa (9.228) 
avec : 
1 — 
Tab = -3 J FX ide du tn (9.229) 


A9-2 Équations de transport des moments d’ordre 2 
a) Transport du flux de quantité de mouvement 


En posant A = m Ww w dans (9.24) on obtient : 


+Vnm TT =n(XW+UX)+R (9.230) 
avec : = 

R=Cimuw (9.231) 
Pour calculer le terme de force extérieure, nous décomposons celle-ci en une composante 


Ex 
X indépendante de la vitesse qui donne une contribution : 


mMXT+TX) (9.232) 


— 


=> 


P 
et éventuellement une composante X dépendant de w ; cette deuxième composante 


n’existe que pour un gaz de particules chargées placées dans un champ magnétique B ; 
on a alors : 


X =qwxB=amQ,xw (9.233) 


B (9.234) 
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i 
est le vecteur rotation gyromagnétique. En reportant cette expression de X “ala place 


de X dans le deuxième membre de (9.230) on obtient une contribution qui peut s’écrire : 
ay. = _ =T 
(Q,x T)+(Q, x T) (9.235) 


Dans cette formule a x T désigne le produit rotatif défini pour un vecteur A et un 


tenseur T par la formule : 


+, — AyD ee AT ye: AyTzy—AzTyy AyTaz = AzTyz 
ARTS) AT Aches AzTry — AsTzy AzTzz — ÅzTzz (9.236) 
AT SAR AT AT. AA 


-T — 
et l’exposant T désigne l’opération de transposition (Ss est le tenseur dérivé de S par 
symétrie par rapport à la diagonale principale). En rapprochant les formules (9.232) et 
(9.235) de (9.167) et en explicitant le premier membre de (9.230) à partir des formules 
(9.10) et (9.12) on obtient finalement la formule (9.53). 


b) Transport de la pression cinétique 


Posons dans (9.21) À = m (wW —v’)) (w — v). Pour effectuer les calculs de moyenne on 
remarque que tous les termes tels que 9 A/ôt qui contiennent W ~ v au premier degré 


ont une moyenne nulle puisque W = Y. En utilisant systématiquement cette remarque 
on trouve pour les divers termes : 


ZinA) = | (9.237) 
-n$4 =0 (9.238) 
VnwA =V(0 +0) 
= TVT+IUV.T + VQ (9.239) 
nwVA =(V.0)40. 7) (9.240) 
nX 2A =(9xH4+ (Ax WT=HM 
aw 


Dans le calcul de ce dernier terme on vérifie facilement que toute force indépendante 
de la vitesse donne un résultat nul et nous n’avons donc conservé que la contribution 
apportée éventuellement par la force de Lorentz. En rapprochant les divers termes ci- 


dessus on peut donc finalement écrire l'équation d’évolution de Y sous la forme (9.55). 


A9-3 Compressions adiabatiques sans collisions 
a) Equations générales 


Commençons par expliciter les six composantes de l'équation en supposant V.Q = 0 
(écoulements adiabatiques) et en négligeant les termes d’interaction ; on obtient : 
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d (Vaz 2 (Ave Ovz OUr ) Mz 
zr x Y z] = 
z(=) X + Yy Von 2 
d w) 2 (Se Ovy Ovy ) Myy 
Ur y wu = 
ate Loe Ox ty nto M 
d (Vz, 2 (Ovz Ôvz Ovz ) Mzz 
— — Prz Vaz + —— wv = 
S(t) I2 a mt 2g 
2 (=) de (5 + =) Yoy 
dt\ n Ox Oy n 
+ Ove Wyy  Ovy Vaz wz Vay x Ovy Var May 
Oy n Oz n Oz n dz non 
d (2) 3 (a ý ay Dye 
dt\ n Oy Oz n 
Ong Yaz Ou, Oty Wee | Puz Vay _ Myz 
Oz n ðy n Ox n ðr n n 
d Za) (= e) Wax 
mal n t Oz x 0x} n 
Due Vos | Ov Ver, Ove Vue Ove Wye _ Men 
Ox n Oz n Oy n oy n n 
avec d’après 
2q 
Mzz ri —(Bz Way = By Vex) 
m 
2q 
Myy = — (Bz Vyz — Bz Vay) 
m 
2q 
Mzz = — (By Wee — Bz Vyz) 
m 
Mzy = = EX — Vox) + Be Vin — By Yaz] 
Myz = = ETE = Yyy) + By Vey — B: Paz] 
m 
Mzz = 7 ETE = Yz) + Bz Vyz — By Vey] 


(9.241) 
(9.242) 


(9.243) 


(9.244) 


(9.245) 


(9.246) 


(9.247) 
(9.248) 
(9.249) 
(9.250) 
(9.251) 


(9.252) 


ur écrire ces équations on a donc supposé qu’on avait affaire à un gaz articules 
Po S t o d k t affaire à de ticul 


chargées placées dans un champ magnétique B. Ces formules peuvent s'appliquer au 
cas d’un gaz neutre en annulant q et par suite tous les termes M. Si au contraire on a 
q # 0, les équations écrites sont celles relatives à une composante d’un plasma (électrons 
ou une espèce d’ion). Cependant il faut bien noter que nous n’avons écrit aucun terme 


d'interaction. Or nous avons vu {cf. paragraphe A9-1c)} que les termes Sap relatifs à 
deux espèces différentes a et b ne sont pas nuls a priori. L'application des équations 
ci-dessus à une composante d’un plasma suppose donc la pression assez basse pour que 
les termes d'interaction soient effectivement négligeables. 
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b) Compression parallèle à un champ magnétique 


Les formules ci-dessus se simplifient beaucoup si l'écoulement possède des propriétés de 
symétrie. Nous étudions tout d’abord le cas très simple représenté schématiquement sur 
la figure ?? et défini par les conditions suivantes : 

— le milieu “comprimé” est l’une des composantes d’un plasma ; celui-ci est assez 
dilué pour qu'on puisse négliger les collisions entre particules ; 


- B uniforme est dirigé suivant Oz ; 

— on à une distribution des vitesses ayant en tout point la symétrie de révolution 
autour de B ; 

— les propriétés de l'écoulement sont indépendantes de x et y. 

Ces conditions permettent de poser, dans le système des équations (9.241) à (9.246) : 


Bz = By =0 (9.253) 

Vr = Vy = 0 (9.254) 

Wry = Vyz = Vir = 0 (9.255) 

Vir = Pyy = l'A Fx We, = Yi (9.256) 
ð ð 

—=— =0 9.257 

ôr Oy ( ) 


On en déduit que toutes les composantes de M sont nulles et que les équations (9.241), 
(9.244), (9.245) et (9.246) sont automatiquement satisfaites. D’autre part, (9.242) et 
(9.243) sont équivalentes et il nous reste finalement les équations (9.241) et (9.243) qui 
s’écrivent simplement : 


4 (=) =0 (9.258) 
dt\ n 

d {Vi as Pi 

(l)+2(v.5) 20 (9.259) 

d\n n 

Compte tenu de (9.57) cette dernière équation peut se mettre sous la forme : 

d {Vi 
—{—)=0 9.260 
dt ( n3 ) ( ) 


On voit donc que le type de compression étudié obéit à des lois de compressions ana- 
logues & la loi d’adiabaticité classique p/n? = Cte. Plus précisément on a, en suivant le 
mouvement des particules : 

wv, /n=Cte (9.261) 


Y/n? = Cte (9.262) 


ce qu’on exprime souvent en disant que dans une compression unidimensionnelle paral- 
léle à un champ magnétique, le rapport d’adiabaticité y est égal à 3 pour la pression 
longitudinale et à 1 pour la pression transversale. On peut aussi définir une température 
transversale et une température longitudinale par les deux relations : 


P = nT], Yi =n«Ti (9.263) 


Dans ce type de compression on a Ty = Cte, Tj = n? ; du point de vue de la 
température transverse, la transformation est isotherme ; les variations de VY, sont 
seulement dues aux variations de n. Au contraire dans la direction paralléle, il y a va- 
riation de température, et la variation de Ÿ| est le résultat combiné de la variation de 
densité et de la variation de Ty. 
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La charge des particules n'intervient nulle part dans ce calcul. Rien n’empéche donc 
de supposer que les deux (ou plusieurs) espèces de particules contenues dans le plasma 
sont comprimées de façon semblable ; dans ces conditions il est permis de supposer, 
comme nous l'avons fait, qu’aucun champ de charge d'espace ne vient coupler les deux 
espèces de particules. 

Remarquons enfin que l'absence de collisions et la présence d’un champ magnétique 
parallèle Oz nous assurent de la réalité physique de l’écoulement imaginé puisque dans 


ces conditions les particules ne peuvent pas diffuser perpendiculairement à B. Dans le 
cas d’un gaz neutre cette situation ne se présente pas, et il est impossible d’obtenir un 
écoulement ayant les symétries supposées. 


c) Compressions cylindriques perpendiculaires au champ 
magnétique 


Une deuxiéme famille de compressions dans lesquelles les équations générales se simpli- 
fient s’obtient en posant : 


v =0 (9.264) 
0/dz=0 (9.265) 
Vaz = Vyz =0 (9.266) 


On vérifie alors facilement que (9.245) et (9.246) sont satisfaites identiquement. Les 
quatre équations deviennent : 


d =) 2 (= Ovz ) 2q 
T m rea — Vay} = — B, Y 9.267 
= n Vo Ox and dy nm * 74 ( ) 
d x) 2 ( Ovy ) 2q 
— (== -—(—v —V =- ; 
dt ( n + n\ ôr 7% F Oy yy am B:Yry (9.268) 
d (Vz, ) 
F7 =0 9.269 
dt ( n ( ) 
d ==} (= ss) Vey Ove Yyy y Vax q 
dt Bz(Vyy — Vzz) (9.270 
ral n Ox + By n ty a re am (Yyy z) ( ) 
On peut imposer dans ces équations les conditions de symétrie : 
Yez = Vyy = Vi (9.271) 
Vay = 0 (9.272) 


Il est facile de vérifier sur les équations (9.267) à (9.269) que ces conditions correspon- 
dent forcément à des écoulements dont le vecteur vitesse satisfait aux relations : 


Ov:  Ovy 

peat 9.273 
Ox Oy ( ) 
Ovz COM 

=— 9.274 
Oy Ox ( ) 


La première de ces relations correspond à deux compressions unidimensionnelles iden- 
tiques, l’une parallèle à Or, l’autre parallèle à Oy. La deuxième correspond à une 
rotation arbitraire autour de Oz. Quand les relations (9.271) à (9.274) sont satisfaites, 
l'équation (9.270) est automatiquement satisfaite ; (9.268) et (9.269) conduisent facile- 
ment aux conditions : 


Y/n = Cte (9.275) 
Yi /n? = Cte (9.276) 
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Le rapport d’adiabaticité est maintenant égal 4 deux pour la composante de pression 


perpendiculaire à B, cependant que pour Ùy la compression est isotherme, y = 1. 
Dans les gaz neutres, on peut faire les mémes remarques qu’au paragraphe précédent 
en ce qui concerne la réalité physique de telles compressions bidimensionnelles. Dans les 
plasmas, nous avons vu au contraire (cf. paragraphe IV.A) que ce type de compression 
peut s’obtenir par l’action d'un champ magnétique variable. Si le plasma est assez dilué, 
la compression est décrite par la théorie des orbites adiabatiques (ot le mot adiabatique 
a le sens défini au chapitre 5, différent de celui que nous employons maintenant). Les 
diverses espèces de particules chargées sont comprimées solidairement, en suivant la règle 
de piégeage du plasma dans les tubes de force, et il n’apparait aucun champ électrique 
de charge d’espace. Dans ces conditions, les relations (9.275) et (9.276) s’appliquent 
séparément aux électrons et aux ions (aussi bien d’ailleurs qu’à la pression totale). 


d) Compressions sphériques 

On peut enfin étudier les propriétés de compression, dans lesquelles on a par hypothése : 
Ver = Vyy = Ver =p (9.277) 
Voz = Yyy = Vz2 =p (9.278) 

Les équations (9.241) à (9.246) imposent alors l’écoulement les conditions : 


(9.279) 


ðv ðv du ðv Ov Ov 
ea tt pa fee Re Ry Ea) (9.280) 
Oy Ox Oz dy Ox dz 

qui correspondent à une superposition de trois compressions unidimensionnelles et d’une 
rotation quelconque. Ces conditions étant remplies, on obtient facilement par addition 


des équations (9.241), (9.242) et (9.243) et par intégration : 
p/n5/8 = Cte (9.281) 


Alors que les deux types de compression précédentes s’appliquaient surtout aux plasmas 
dilués placés dans un champ magnétique, la formule ci-dessus s’applique plutôt aux 
plasmas denses et aux gaz neutres ; mais ce sont alors les collisions qui maintiennent 
une pression scalaire & chaque instant du phénoméne de compression (ou de détente) 
et la méthode de fermeture des équations hydrodynamiques que nous utilisons ici n’est 
pas valable a priori. 


A9-4 Loi d’Ohm dans les plasmas complexes 


a) Plasmas complétement ionisés 4 plusieurs espéces d’ions 


Considérons le cas d’un plasma contenant plusieurs espéces d’ions mais pas de molécules 
neutres : pour retrouver dans ce cas la loi d’?Ohm sous la forme (9.98) nous voyons par 
comparaison avec la formule (9.93) qu’il faut pouvoir écrire : 


7 
Be = ay (9.282) 
Ne Ge 


Or, d’après la définition de a: ona: 


T = nege +Y nig? (9.283) 
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d’où, compte tenu de la condition de neutralité : 


F ! 
a= +y (9.284) 
Nege 
avec : 
, = 
Nii Ve 
V = Line (9.285) 
D nig 
cependant que l’on a par définition de V: 
o NeMeVe +Y nimi? 
(9.286) 
NeMe + D Nii 
En général on a : 
NeMeVe << y nimi D (9.287) 
d’où 
NiMi T 
V= un (9.288) 


2 mimi 


# 
— 
V et V sont alors deux moyennes pondérées des vitesses ioniques, mais V est. pondérée 
ł 


af 
par les densités de masses et V par les densités de charges. Pour que ces deux vitesses 
soient égales il faut donc en général que tous les v? soient égaux, ce qu’on peut écrire : 


wav (9.289) 
On voit donc que dans un plasma multiple la loi d’Ohm n’est valable sous sa forme 
classique (9.93) que si, en plus des conditions générales de la section 9.3.5, le mouve- 
ment du fluide satisfait aux conditions plus restrictives (9.287) et surtout (9.289). Cette 
dernière condition, qu'on peut appeler condition de synchronisme des diverses espèces 
d'ions, a en somme pour effet de ramener le plasma multiple à un plasma binaire. Le 
synchronisme peut être produit par le champ magnétique : si l’on étudie des perturba- 
tions de fréquence caractéristique w K (y; (Nei, fréquences cyclotroniques des ions) et 
de grande longueur d’onde, on a alors, pour tous les T; : 


(9.290) 


La condition w < Nbe étant a fortiori satisfaite, on a alors Ve = % et la condition 
(9.287) est satisfaite automatiquement. Le genre de mouvement que nous venons de 
décrire rapidement est celui qui se produit dans les ondes magnétohydrodynamiques 
[cf. paragraphe 9.4.1d)]. 

Le terme de résistivité, de son côté, ne donne aucune difficulté ; la formule se 
généralise simplement en : 


= = — 
5 Pa = —negep. J (9.291) 


b) Gaz partiellement ionisés 


ll est intéressant, pour terminer, d'étudier la forme que prend la loi d’Ohm dans un 
gaz non complètement ionisé. Pour simplifier étude, nous nous limiterons ici au cas 
d’un gaz ternaire contenant des électrons, une seule espèce d'ions, et une seule espèce 
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de neutres. Nous affecterons respectivement des indices e,1,o les grandeurs relatives 
à ces trois espèces de particules. Comme les neutres n’ont pas de charge (go = 0), 
ils n’interviennent pas directement dans l’équation (9.92), et une partie des calculs 
faits pour les plasmas binaires dans la section 9.3.5 se transforme directement ; on 
vérifie facilement que (9.92) s'écrit maintenant en négligeant les termes de pression 
interparticulaire : 


= 
os — —_— 
oe + V nee Ve Ve + V.nig ti Ui = (9.292) 
[( de , % Jo dei (ox pme] zE 
Me Mi MeMi 
+[(2 + £)7 BEE: C pry -Tna)| xB 
Me Mi MeMi 
+- (P2 + Poo) + i Pie + Pio) (9.293) 
e 4 


— 
OÙ Pmo et Jmo sont les composantes de la densité de masse et du flux de masse dues 
aux molécules neutres. Si l’on suppose que le plasma est électriquement neutre, on peut 
écrire : 


2 2 
: iqi — n 
Rp pa a ee Mili Pre Pio ade (9.294) 
MeMi Me Nele Nimi Me 
USINE a+ m: Ue 
Ili (Tr Jor Vis ete Mifi Petes PA _ Reley? (9,295) 
Mem; Me Nege NeMe TMM Me 


= 
ou Vq désigne la vitesse moyenne de masse des seules particules chargées. 


On peut, d’autre part, faire les mémes hypothéses qu’aux paragraphes précédents 
(quasi-isotropie, faible densité, voisinage de l’équilibre thermodynamique) et admettre 
l'inégalité : 

(Pa + Peo) >> (Pre + Pio) (9.296) 
e t 


On met alors finalement l'équation (9.293) sous la forme : 


= : 
OJ = J 1 — » = 
Te Pr Vex B+ x B VU D) (9.297) 
neq? Ot Fe Nege 
à condition de poser maintenant : 
— — = — 
Pei + Peo = negle — Pp. J (9.298) 


On retrouve donc la loi d’?Ohm sous sa forme précédente à ceci près que la vitesse de - 
masse globale du fluide est remplacée par la vitesse de masse A des particules chargées ; 
ceci se comprendra si l’on remarque que le terme Va xB représente le champ électrique 
d’induction vu par les particules chargées. En pratique, VA peut être égal ou non à 


vV ; cela dépend du degré d’ionisation et de l'importance des collisions des particules 
chargées avec les neutres dans le mouvement que l’on considère. 
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9.8 Problèmes 
P9-1 Équation d’évolution de Up 


La densité d’énergie potentielle au point 1 dans un gaz pur est : 


1 
Up, = 5 foe fie drz dw) dw2 (9.299) 


a) En multipliant la deuxième équation de BBGKY par 12/2 et en intégrant sur 
w1,w2 et T2, établir l'équation d'évolution de Up : 
ðU 
ae +V.Sp = sp (9.300) 


+ 
où Up, Sp et sp sont respectivement la densité, le flux et le terme source 
d'énergie potentielle. 


b) Montrer que l’on a au point 1 du gaz: 


ug 
Up, = 3 [ex fiz dro dwi dw (9.301) 
1 /_, 
Spy =. fa p12 f12 dre du dw2 (9.302) 
E 
sp=-v.P +V.T (9.303) 


où P et o sont respectivement la densité et le flux d’énergie potentielle au point 
1 définis par les formules (9.164) et (9.228). 


P9-2 Décomposition de fı en trois termes 


La décomposition de f12 en trois termes selon la formule (9.169) n’étant pas univoque, 
montrer qu'on peut la rendre univoque en décidant que fo ne contribue pas à la densité 
double n12. 

Dans le cas d’un gaz en équilibre thermodynamique, montrer à partir des résultats 
du problème P8-1 que dans l’expression (9.169) de f12 le troisième terme est nul. 


P9-3 *Hydrodynamique des corrélations 
Les grandeurs hydrodynamiques n, v, ©, Q définies dans ce chapitre sont des moments 
de la fonction de distribution simple f1. Ils suffisent pour décrire les gaz parfaits où les 
énergies d'interaction entre particules sont négligeables. Dans l’hydrodynamique des gaz 
réels (et des plasmas), il faut à priori introduire des grandeurs hydrodynamiques d’un 
type nouveau en appliquant la méthode régressive à f12. C’est un sujet complexe qui 
a été peu étudié [102], [103], sauf dans les plasmas dans le modèle de Vlasov. Mais ce 
cas est singulier puisque les interactions y sont décrites de façon simple par le champ 
self-consistent en négligeant les corrélations. Le but de ce problème est de fournir une 
introduction à l’ “hydrodynamique” des corrélations. 

On fera l'hypothèse essentielle que la force d'interaction entre deux particules ne 
dépend pas des vitesses. 
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= 
a) On introduit les densités doubles (bilocales) n12, Yi2 et u12, de particules, de force 
et d'énergie d'interaction. Écrire les expressions générales de ces grandeurs en 


fonction de fi2 et de la force x 12 ou du potentiel d’interaction entre deux 
particules p12. 


b) Comme dans le problème P9-2 on peut décomposer f12 en trois termes : 


fi2 = fv + fr + fo (9.304) 
avec : 
fv = fviasov = fi f2 (9.305) 
fr = feorrélations de position = fi f2 g12 (9.306) 
fw = feorrélations de vitesse (9.307) 
et poser de même pour toute grandeur À calculée à partir de fi2 : 
A = Ay + År + Aw (9.308) 


+ 
Calculer ces trois composantes pour n12, Yi2 et u12. 


2 = 
c) Etablir les trois équations d’évolutions de n12, Y12 et u12. 


— 
Note : dans la première on introduira les deux grandeurs monolocales v — 12 et 


v — 21 définies par : 


manie fv fi2 du due (9.309) 
man | 5. fi2 du dw2 (9.310) 


P9-4 Loi d’Ohm pour un plasma binaire 


Dans le cas d’un plasma binaire électrons-ions (avec une seule espéce d’ions), il y a 
équivalence compléte entre les variables globales et partielles introduites au paragraphe 
9.3.1. Montrer que la loi d’?Ohm peut alors s’écrire de façon exacte sous la forme : 


os 
BE + Vinegeve Ve + V.niQi Or te = (9.311) 


Gs yt Jo GeGi o| E 
Me Mi MeMi 


Aeta) 7 em degi Epy] x xB 


Me Mj MeMi 


-V.T +5) He me Pas + Hp; (9.312) 


i 
On pourrait d’ailleurs écrire aussi le eae: membre avec les variables globales en 


exprimant ve et v; en fonction de y et 7. 


P9-5 Courant de déplacement négligeable 
On considère un plasma sans collisions plongé dans un fort champ magnétique statique 
Bo, et l’on suppose qu’il est soumis localement a une perturbation harmonique de 


fréquence w. On prend pour axe Oz la direction de Bo. 
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a) Rappeler comment s’écrit le tenseur de conductivité du plasma. 


b} Ecrire ’équation de Maxwell-Ampére, et ses projection sur les trois axes en fonction 
des composantes Orr, Ozz et Oxy du tenseur de conductivité. 


c) En supposant w < 9, calculer ozz. 


d) Montrer que les conditions pour que le courant de déplacement soit négligeable 
peuvent s'écrire : [ozx| >> cow et [oxx| >> cow. En déduire la condition (9.132). 


Chapitre 10 


Théorie cinétique de 
Vlasov-Landau 


10.1 Introduction 


Une description hydrodynamique des ondes et des oscillations dans un 
plasma est souvent incorrecte. Une telle description suppose en effet que 
toutes les particules chargées du plasma interagissent de manière identique 
avec les champs électromagnétiques self-consistants. Dans un plasma non 
magnétisé ce modèle est valable si les vitesses de phase des ondes sont bien 
plus grandes que les vitesses d’agitation thermique des particules. Or, les 
ondes électrostatiques sont des ondes lentes, leur vitesse de phase est bien 
plus petite que la vitesse de la lumière, et dans les plasmas chauds elle peut 
être voisine de celle d’un nombre significatif de particules. Pour. celles-ci, 
baptisées particules “résonnantes” (ou synchrones), l'interaction onde-par- 
ticule est très différente de celle décrite par les équations hydrodynamiques. 
Une description correcte de l'interaction doit alors être basée sur l’analyse 
de l’évolution des fonctions de distribution des vitesses des particules. 

On doit donc utiliser les équations cinétiques du plasma ([321], [322], 
[327]). Celles-ci contiennent en général (cf. section 8.4) des effets de 
corrélations (ou de collisions), mais pour un plasma chaud et dilué dans 
lequel on a nA*, >> 1, ceux-ci peuvent être séparés de l'effet princi- 
pal collectif d'interaction des particules avec les champs électromagné- 
tiques self-consistants. Nous avons vu au chapitre 1 que dans de nom- 
breux cas pratiques (plasmas cinétiques classiques), les effets de collisions 
n’interviennent que sur des échelles de temps bien plus longues que celle 
des phénomènes collectifs (11 < wp). On peut alors utiliser pour décrire 
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ceux-ci l'équation cinétique “d’ordre zéro” (cf. section 8.4) qui néglige les 
corrélations, c’est-à-dire l équation de Vlasov [126] dont la forme non rela- 
tiviste s'écrit : 

Oey Ofe 


eer ar’ 


of 


ow 


OEE +0 x B) 2 =0 (10.1) 
Ms 

ou fs = fs(W, T ,t) est la fonction de distribution des particules d'espèce 

s, de masse m, et de charge qs. Il y a une équation de Vlasov de la forme 

(10.1) pour chacune des espèces de particules contenues dans le plasma. 

Leur résolution permet en principe d'exprimer les fonctions de distribu- 


— 
tions à partir des champs électrique FE et magnétique B et d’en déduire 
les densités de charge : 


(rt) = Ua | du (10.2) 


et de courant : 


J Cd) = Da | Ttw (10.3) 


où s désigne une espèce de particules, c’est-à-dire les électrons ou les ions. 
En reportant ces grandeurs dans les équations de Maxwell, on obtient le 
système complet self-consistant des équations dynamiques cinétiques du 
plasma. Les équations de Maxwell peuvent d’ailleurs s’écrire : 


sais 
B 
Vx E+ <0 : V-B=0 (10.4) 
B OF 
=> — => 
V x — -—e9— — J = Jet 3 eV: E — p= pext (10.5) 


ou Joa et Pext sont des densités et des courants produits par des “sources 
externes”, qu’il est commode d'introduire pour étudier la réponse du plas- 
ma à des excitations extérieures. Avant d'analyser ce modèle de plasma, 
faisons deux remarques : négliger les collisions dans (10.1) n’est pas tou- 
jours justifié, bien que celles-ci soient rares ; des collisions même peu 
fréquentes peuvent changer de manière notable certains phénomènes ; nous 
le soulignerons quand ce sera le cas. D’autre part nous avons choisi de 
décrire le comportement du plasma par une équation de Vlasov non rela- 
tiviste (10.1), complétée par les équations de Maxwell qui sont relativistes. 
Un tel mélange d'équations relativistes et non relativistes peut conduire 
à des résultats faux. Cependant, nous ne considérerons que des plasmas 
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eux-mêmes non relativistes (W < c), et en général des ondes purement 


électrostatiques (B = 0). Pour ces situations l’équation (10.1) est cor- 
recte. 


On voit sur le dernier terme de (10.1) que les équations du modèle de 
Vlasov-Maxwell sont non linéaires et donc en général difficiles à résoudre 
analytiquement. Mais d’autre part le système non linéaire (10.1)-(10.5) a 
des propriétés générales importantes qui doivent être satisfaites par toutes 
ses solutions. Nous les analyserons dans la section 10.2. 


Dans la section 10.3 qui est le corps principal de ce chapitre, nous 
étudierons la solution des équations du système, pour de petites per- 
turbations, de sorte que l’on est ramené à un système d’équations aux 
dérivées partielles linéaires. C’est la base de la théorie linéaire des on- 
des et des instabilités dans un plasma. Nous verrons en particulier que 
les ondes électrostatiques linéaires sont affectées d’un amortissement non 
collisionnel, découvert théoriquement par L. D. Landau en 1946 [112], 
et généralement appelé amortissement de Landau. L’équation de Vlasov 
étant réversible comme on le verra dans la section 10.2, ce résultat est 
pour le moins surprenant, sinon suspect quant à sa signification physique. 
L’amortissement d’une onde est en effet un phénomène irréversible, auquel 
on s’attend en présence de collisions ; en l’absence de collisions, il apparut 
à sa découverte comme un peu paradoxal. Pour résoudre ce paradoxe, il 
faut faire une analyse soignée de la dynamique du plasma sur plusieurs 
échelles de temps (et/ou d’espace) et tenir compte des collisions et des ef- 
fets non linéaires. Cette approche est générale dans toute l’étude cinétique 
des plasmas décrits par les équations de Vlasov-Maxwell. C’est ainsi que le 
problème particulier des oscillations de plasma électroniques (le problème 
de Landau) est devenu l’une des pierres angulaires dans l'édifice de la 
physique moderne des plasmas. De plus, les techniques mathématiques de 
traitement du problème de Landau (transformation .de Fourier-Laplace, 
intégration sur un contour dans le plan complexe, prolongement analy- 
tique, intégrales singulières) sont aussi d’intérêt général dans l’analyse de 
nombreux phénomènes dans les plasmas décrits par l'équation de Vlasov. 
Le problème de Landau correspond à la situation physique la plus simple 
d'utilisation de ces techniques ; d’où son intérêt pédagogique essentiel pour 
aborder l’étude des effets cinétiques non collisionnels dans les plasmas. 

Nous commencerons l’étude du problème de Landau, dans le cas sim- 
ple d’une dynamique à une dimension, comme si les particules étaient 
guidées dans leur mouvement par un champ magnétique extérieur uniforme 
d'intensité infinie. Le seul champ qui intervient dans la dynamique est alors 
le champ électrique dans la direction du mouvement. C’est un champ élec- 
trostatique pur. Avec ces simplifications géométriques, le-problème linéaire 
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de Poisson- Vlasov sera résolu dans tous ses détails. La physique de l’amor- 
tissement non collisionnel de Landau sera ensuite analysée à partir des 
équations de conservation de l’énergie de perturbation. Cela donne un 
cadre physiquement et mathématiquement cohérent pour comprendre les 
phénomènes prédits par la théorie linéaire. Cependant, comme l’amor- 
tissement non collisionnel linéaire apparaît de manière asymptotique, et 
comme les particules résonnantes (ou synchrones, c’est-à-dire se déplaçant 
à une vitesse égale à la vitesse de phase de l’onde) ont un comportement 
séculaire singulier, on doit établir le domaine de validité de l’analyse en 
étudiant les collisions et les effets non linéaires. Ces derniers deviennent 
particulièrement importants quand il y a plusieurs ondes (par exemple des 
paquets d’ondes). Ils ont conduit à des développements récents concernant 
la stochasticité intrinsèque de la dynamique des particules chargées dans 
des ondes cohérentes, et aussi à la théorie de la diffusion quasi linéaire dont 
l'importance est universelle dans les plasmas sans collisions. 

Après l'analyse détaillée de l'interaction onde-particule dans le 
problème de Landau, nous décrirons les propriétés des oscillations de plas- 
ma électronique et des ondes acoustiques ioniques dans un plasma max- 
wellien. Nous étudierons aussi bien les ondes faiblement amorties que les 
modes ayant une fréquence complexe arbitraire. Pour ce faire nous intro- 
duirons la fonction de dispersion des plasmas et nous discuterons ses pro- 
priétés. Nous décrirons aussi et analyserons les expériences qui ont permis 
d'identifier ces ondes, de vérifier leur description de Vlasov et de mettre 
en évidence leur amortissement de Landau. 

Dans la section 10.4 nous traiterons en trois dimensions les ondes 
électrostatiques et électromagnétiques dans un plasma non magnétisé. Cela 
nous permettra de voir les solutions de petite amplitude les plus simples 
du système complet (10.1)-(10.5) dans l’espace à six dimensions (7°, w) 
et de faire la distinction entre les fonctions de distribution d'équilibre 
isotropes et anisitropes. Ces dernières conduisent à des instabilités linéaires 
qui seront étudiées dans le chapitre 11. Cette étude cinétique des ondes 
dans un plasma non magnétisé est d’ailleurs une introduction utile à tout le 
domaine beaucoup plus large et riche, mais que nous laissons de côté dans 
ce livre, des ondes dans les plasmas en présence d’un champ magnétique 
extérieur. 

Une approche mathématique complètement différente des ondes 
électrostatiques de petite amplitude dans un plasma a été trouvée par 
N. G. van Kampen en 1955 [128] et K. M. Case en 1959 [129]. Cette 
technique des modes normaux des équations intégrales singulières fait in- 
tervenir un spectre continu de modes non amortis. Elle apporte un point 
de vue complémentaire important dans l’étude de ce problème. Nous la 
décrirons brièvement dans la section 10.5. | 
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Les sections 10.6 et 10.7 enfin terminent ce chapitre par une intro- 
duction aux effets collisionnels et non linéaires, en permettant notamment 
de mieux comprendre l’amortissement de Landau dans le contexte d’une 
description plus complète de la dynamique d’un plasma. Quelques sujets 
importants y sont ainsi brièvement évoqués : 


e la comparaison entre une description simple des collisions et leur 
analyse par l’équation de Fokker-Planck (cf. chapitre 13) ; 


e le piégeage dans une onde d'amplitude finie ; 


les effets quasi linéaires en présence d’un grand nombre d’ondes, dans 
l’approximation des phases aléatoires, ou par l’étude de la stochas- 
ticité induite (dynamique chaotique) ; 


e les interactions non linéaires onde-onde et onde-particules ; 
e les ondes solitares non linéaires et les solitons ; 
e les effets d’écho d’ondes de plasma. 


Nous inviterons évidemment les lecteurs intéressés à poursuivre l’étude de 
ces sujets dans des publications plus approfondies. 


10.2 Modèle de Vlasov-Maxwell 


Le système d’équations de Vlasov-Maxwell est l’un des modèles les plus 
utiles pour décrire de nombreuses propriétés des plasmas. Avant d’en 
étudier en détail des solutions spécifiques, il est important d’en établir 
quelques propriétés générales. Rappelons que l’équation de Vlasov est une 
équation analogue à l'équation de Liouville à une particule, soit : 


puy SO, (10.6) 


y 412 : 
où a est le vecteur accélération : 


=> 


@=-(E +7 xB), (10.7) 


a 
m 
Les équations de Maxwell (10.4) et (10.5) relient de manière self- 
consistante les champs E et B aux moments appropriés de la fonction 
de distribution f. On a ainsi un système d'équations mathématiquement 
complet. Nous allons montrer qu’il a les propriétés suivantes : 
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Les solutions du système sont réversibles par rapport au temps. 


Le mouvement dans l’espace (7, w) est celui d’un fluide incompres- 
sible. 


L’entropie est conservée. 


L'énergie et la quantité de mouvement totale (champs + particules) 
sont conservées. 


10.2.1 Réversibilité par rapport au temps 


La réversibilité par rapport au temps résulte directement du fait que la 
transformation : 


t= -t (10.8) 
Fair (10.9) 
wow (10.10) 
= =~ 

ESE (10.11) 
=> = 
FH (10.12) 


laisse invariantes les équations (10.1) à (10.5). Cela veut dire que le plasma 
évoluant à partir d’un état initial, si à un instant quelconque on renverse 


les vitesses (ce qui inverse le champ B qu’elles produisent), et si de plus 


— — 

on inverse tous les champs et courants extérieurs Bext et Jext, alors le 
système revient à l’état initial en suivant le trajet inverse. Il n’y a aucune 
tendance de la fonction de distribution à relaxer en direction de l’équilibre 
thermodynamique, comme ce serait le cas en présence de collisions. La 
dynamique du système de Vlasov est réversible et conserve l'information. 
On peut relier ce point à la conservation de l’entropie qui sera analysée 
dans la suite de cette section. Une autre conséquence est que dans un 
système infini l’évolution du système de Vlasov est entièrement définie par 
les conditions initiales. Dans un système borné il faut aussi préciser les 
conditions aux limites. 


10.2.2 Incompressibilité dans l’espace des phases 
a) Théorème de Liouville 


Considérons (Fig. 10.1) l’évolution de petits éléments de volume de l’espace 
des phases. Ces éléments se déplacent et changent de forme avec le temps. 
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Bien que dans la réalité chaque élément contienne un grand nombre de 
particules, on le considère dans le modèle de Vlasov comme un fluide con- 
tinu. Cela revient à considérer l’équation de Vlasov comme une version 
lissée de l'équation de Klimontovich qui décrit l’évolution du champ mi- 
croscopique créé par des charges ponctuelles (cf. paragraphe 14.7.1 et [321], 
[322], (3271). Chacun des points de l’espace des phases suit une trajectoire 
qui est celle d’une particule réelle placée au même point et se déplaçant 
sous l’action des champs électriques et magnétiques produits par les dis- 
tributions lissées (de Vlasov) de charge et de courant. 


r 
Figure 10.1 : Mouvement des éléments de volume de l’espace des phases. 


Comme les équations du mouvement définissent les orbites de manière 
univoque à partir des conditions initiales, les points contenus dans un cer- 
tain élément de volume de l’espace des phases ne peuvent pas en traverser 
la surface (sinon cela impliquerait que deux points différents viennent se 
confondre, et en renversant le temps on aurait une évolution non univoque). 
Par conséquent le nombre de particules contenu dans un élément de volume 
est conservé pendant son mouvement. Pour un élément de volume dr dw 
et sur un intervalle de temps dt infiniment petits on a donc : 


ea eus <> — 
f(T, w,t)dr dw = f(r',w’,t')dr' dw’ (10.13) 
où dr’ dw’ est le nouvel élément de volume de l’espace des phases, le point 


+ — 
Tr’, wW s'étant déplacé, à l'instant # = t+ dt, au point r’,w’ donné par : 


T =P+iwvda (10.14) 


110 Théorie cinétique de Vlasov-Landau 


P =w+ dt (10.15) 


Le nouvel élément de volume est dr’ dw’ = Jdr dw où J est le jacobien de 
la transformation ci-dessus, c’est-à-dire le déterminant : 


ur 7 
Pre a or ar 
T w — = 
Se ee OS (10.16) 
(T, w) w aw’ 
ar ow 


us =6 (10.17) 

dr = 

53 — ô dt (10.18) 
a - an dt (10.19) 
x =$+ oe dt (10.20) 


où l’on s’est limité aux termes nécessaires pour calculer J au premier ordre 
en dt, et compte tenu du fait que l’on a Ow;/ôr; = 0 puisque 7’ et w sont 
des variables indépendantes. On obtient ainsi au premier ordre en dt : 


dr’ dw’ = ji tae (ET) | draw (10.21) 
ðw 
soit : 
J=1+0 (2-7) =1 (10.22) 
Ow 


puisque, comme nous l’avons déjà vu dans l’appendice A 8-2, la force de 


Lorentz obéit à la condition (0/0W) - X = 0. Le résultat J = 1 exprime 
le fait que l'écoulement dans l’espace des phases est celui d’un fluide in- 
compressible : le volume d’un élément de l’espace des phases se conserve 
pendant son évolution dynamique. C’est un cas particulier du théorème 
de Liouville de conservation du volume de l’espace des phases (incompres- 
sibilité), qui s’applique en mécanique classique à tout système non dissi- 
patif décrit par des équations canoniques de Hamilton (cf. section 8.2). 


Modèle de Vlasov-Maxwell 111 


Remarquons que l’équation de Vlasov peut aussi s’écrire : 


ðf ə oes e E 
Be et eee a 0 (10.23) 


RL : D — nr 
Dans un espace des phases à six dimensions Rg = ( r’, W ) on peut définir le 


3 š A $ + — /2 — 32 . . yz l 
vecteur flux à six dimensions Tg = (w, a’) et l'équation ci-dessus s'écrit 


alors : 5 4 
= 

ot + om (Tef) (10.24) 
qui est une généralisation à six dimensions de léquation hydrodynamique 
de conservation de la densité. L’équation de Vlasov est donc une équation 
de conservation de la densité des particules dans l’espace des phases. Le 
mouvement incompressible sous l'effet des champs lissés self-consistants, 
décrit dans l’espace des phases par l'équation de Vlasov, peut en général 
devenir très complexe comme on le voit sur la figure 10.2. Bien que cet 
élément puisse ainsi changer considérablement de forme, son volume doit 
rester constant. Notons cependant que la densité spatiale ordinaire n = 
f f dw peut dans ces conditions varier de maniére compliquée lorsque f 
évolue. 


+ 
w 


F 
Figure 10.2 : Conservation du volume dans l’espace des phases. 


L'opérateur qui agit sur f dans (10.6) peut aussi s’interpréter comme 
la dérivée totale le long d’une orbite de particule, en écrivant : 


of _, Of _, Of of dr of dw of 
— + w —+ a: —— == — — į — + — - — 
Ot ar’ Ow ðt dt ðr dt ər 
a =0 (10.25) 


Dt 
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Les équations (10.25) (Fig. 10.2) et (10.6) fournissent deux représen- 
tations différentes d’un plasma de Vlasov. La figure 10.2 représente le 
mouvement des particules individuelles dans l’espace des phases : on se 
fixe sur les particules et on les suit dans leur mouvement. C’est ce qu’on 
appelle une représentation lagrangienne. L’équation (10.6) considère au 
contraire un élément fixe de l’espace des phases et établit le bilan des 
particules qui entrent et sortent de cet élément. C’est ce qu’on appelle 
une représentation eulerienne . Il y a aussi une formulation mathématique 
d’une représentation lagrangienne ; on l’obtient en interprétant l'équation 
(10.25), comme nous le verrons au paragraphe ci-dessous. Les analyses 
basées sur les trajectoires de particules sont plutôt lagrangiennes, mais 
la formulation mathématique eulerienne est plus simple. Il y a quelques 
cas où les avantages des deux représentations s’inversent, la formulation 
eulerienne décrivant mieux les concepts et la méthode lagrangienne don- 
nant des calculs plus simples. En pratique, il faut se familiariser avec les 
deux formalismes. Nous allons maintenant décrire deux conséquences im- 
portantes de l’incompressibilité. 


b) Conservation de f le long des orbites des particules 


L’équation (10.25) exprime cette conservation, et cela permet en principe 
de résoudre l’équation de Vlasov par la méthode dite des caractéristiques : 
(10.6) étant une équation aux dérivées partielles du premier ordre 
linéaire et homogène, sa solution par la méthode des caractéristiques 
(méthode de Lagrange) consiste à considérer le système associé d'équations 
différentielles ordinaires : 


dt dx dy dz _ dwr _ dwy _ dwz (10.26) 


qui définit un réseau de courbes caractéristiques dans l’espace à sept dimen- 
à — — DE ’ => — 2.02 
sions Tr’, w,t. On peut considérer l’espace r’, w,t comme paramétré par 


une variable 7 qui varie le long de chaque orbite comme on l’a représenté 
—> 


sur la figure 10.3, de sorte que l’on a fir, wo), (7) = f(r) et: 


af ðf dir), Of a), of  dufr) 


= = = (10.27) 
dr Ot(r) dr FT dT awT dr 
En posant : 
dt(r) _ 
a T 1 (10.28) 
dr(r) _ 


n w(r) (10.29) 
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ee ee ee 
a = LBRO un +06} x Bec} oao) 
on obtient pour l'équation de Vlasov : 
df _ 
Z =0 (10.31) 
T 
Tath--..... [r, wW] 
T=0 TF(0), WO) (F, W) 


Figure 10.3 : Orbites dans l’espace des phases. 


Les équations (10.28)-(10.30) montrent que les caractéristiques sont les 
trajectoires des particules individuelles dans le champ électromagnétique. 
Si on se donne pour condition initiale : 


F(T, W,t =0) =90(7, w) (10.32) 


la solution de l’équation de Vlasov est la solution de (10.31) avec les con- 
ditions finales : 


r(r=t)= T (10.33) 
wlr =t) = Ww (10.34) 


et les conditions initiales : 
—— — 
f(T = 0) = go[r(0), w(0)] (10.35) 
Mais on a d’après (10.31) : 
f(r) = f(r =0) (10.36) 
et donc la fonction de distribution se conserve le long des caractéristiques, 


soit : 
— 


f(T, W,t) = flr = t) = gofr(0), w(0)] (10.37) 
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— 


où r(0) et w(0) s’obtiennent en résolvant le système (10.28)-(10.30). Cela 
est en général très difficile ; mais en principe les orbites exactes [c’est-a- 
dire les solutions du système (10.28)-(10.30)] donnent la solution exacte 
de l’équation de Vlasov à partir des conditions initiales pour f. 


c) Écoulement libre et modes balistiques 


Il y a comme nous l’avons déjà souvent souligné une différence essen- 
tielle entre la description hydrodynamique d’un plasma et sa description 
cinétique par l’équation de Vlasov : les grandeurs hydrodynamiques ne 
sont fonction que de 7° et t, alors que la fonction de distribution contient 
aussi la variable W. Toute l'information sur la distribution des vitesses 
disparaît dans la description hydrodynamique. On doit donc s'attendre 
à trouver dans la description cinétique des modes qui n'apparaissent pas 
dans la description hydrodynamique. Nous allons le montrer sur un exem- 
ple simple. 


Considérons un gaz de particules neutres et sa description cinétique en négligeant 
les collisions (gaz à basse pression). En se limitant à un écoulement unidimensionnel 
on peut poser F = ze, W = wér et écrire l'équation d’évolution de la fonction de 
distribution des vitesses f(x, w,t) sous la forme : 


of ôf 
ee — =0 10.38 
ot On oo) 
la densité de particules étant : 
+00 
n= Î f dw (10.39) 
— 
En résolvant (10.38) par la méthode des caractéristiques, on trouve : 
wr) = w (10.40) 
x(T)=zx-w(t-7) (10.41) 
et donc : 
f(w,x,t) = flw(0),z(0)] 


= f(w,z-wt) (10.42) 


Posons maintenant f(w,az,t) = fo(w) + fi(w,z,t), où fı est une perturbation de la 
fonction d'équilibre uniforme fo(w). Supposons que la fonction d'équilibre fo(w) soit 
une fonction continue de w (par exemple une maxwellienne), de densité : 


+00 
no = i fo dw (10.43) 


—o 
et considérons deux perturbations fı de types différents, l’une continue en w, et l’autre 
présentant une singularité. La perturbation de densité est : 


+00 
m= f fı dw (10.44) 


— 0 


La fonction fı obéit aussi à (10.38) et sa solution est (10.42). 
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d) f 
Les 


Dans le premier cas (perturbations régulières), posons : 


fi(w,z,t = 0) = efo(w) cos koz (10.45) 
en supposant pour simplifier |e| < 1. On a alors : 
fi(w, x,t) = efo(w) cos (kox — kowt) (10.46) 
Pour une maxwellienne : 
fo(w) = va exp —w*/v? (10.47) 


on peut montrer (cf. Problème P10-1) que l’on a: 
ku? 
ni(ax,t) = eng cos koz exp ar t (10.48) 


c'est-à-dire une perturbation de densité qui s’amortit rapidement dans le temps 
bien qu’il n’y ait pas de collisions. Dans une description hydrodynamique on ne 
trouverait pas ce résultat (cf. probleme P10-1). L’amortissement rapide de la 
perturbation de densité se comprend si l’on examine l’évolution de la fonction 
fi donnée par (10.46) et représentée sur la figure 10.4. On voit que, bien que 
l’évolution de fi soit réversible, elle est très complexe : lorsque le temps croît fı 
acquiert une structure fine en w, et de ce fait son intégrale sur w qui représente 
la densité décroit rapidement. Comme on le voit sur (10.46), cette décroissance 
est due à un mélange de phase en w pour n’importe quelle valeur de x. Le temps 
caractéristique de ce mélange de phase est ici 2/(kovt), la largeur caractéristique 
en w de la perturbation étant v et ko le nombre d’onde (cf. problème P10-2 pour 
un cas plus général). 


Pour étudier les perturbations singulières posons : 
fi(w, x,t = 0) = enod(w — vo) cos koz (10.49) 


c’est-à-dire que la perturbation n’existe que pour les particules de vitesses w = vo 
(perturbation du type “faisceau”). D’aprés (10.42) on a alors : 


filw, x,t) = enod(w — vo) cos ka(x — wt) (10.50) 
et la perturbation de densité est : 
ni (x,t) = eng cos ko(x — vot) (10.51) 


Elle ne s’amortit pas et persiste indéfiniment. On peut la considérer comme 
un mode naturel (mode balistique) de nombre d’onde ko et de fréquence kovo. 
Comme vo peut prendre toutes les valeurs de w contenues dans fo(w) qui est une 
fonction continue de w, les modes balistiques constituent un spectre continu. Ils 
ne peuvent évidemment pas être trouvés par une théorie hydrodynamique. 


est une fonction des constantes du mouvement 


équations des trajectoires des particules dans des champs 


électromagnétiques donnés s’écrivent : 


— 
dr ay 


— = 10.52 
g7" (10.52) 


116 


Théorie cinétique de Vlasov-Landau 


Figure 10.4 : Perturbation (régulière) d’un gaz non collisionnel. 
Modèle unidimensionnel, perturbation f1(t = 0) & cos koz. 
(a) évolution temporelle de fı. 
(b) évolution temporelle de la perturbation de densité. 


dw 
ee = TEP) +T x BPO] (10.53) 
dt m 

— = 
où les champs E et B peuvent être la somme de champs d’origine exté- 
rieure et des champs self-consistants produits par le plasma. La solution 


générale de ces équations est de la forme : 


7? = P (c1, -Ce t) (10.54) 
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w = W(e1,+++,€6, 2) (10.55) 


où c1,-":,c6 sont les six constantes d’intégration. En résolvant ces deux 
équations, on obtient de maniére inverse : 


G=a(Tr,w,t) i=1---6 (10.56) 


quantités qui sont les six constantes du mouvement de l'orbite qui passe à 
l'instant t au point 7° avec la vitesse w. Posons : 


f(T, w,t) = F(c,---,c6) (10.57) 


où F est une fonction arbitraire des constantes du mouvement (10.56). On 
a: 


Df _ y OF Da _, (10.58) 


puisque d’après (10.54) et (10.55) c; est constante sur l’orbite d’une par- 
ticule et donc : 5 
Ci 
Di = 0 (10.59) 
En résumé, les orbites dans l’espace des phases, avec sur chacune le 
temps comme paramètre, sont les courbes caractéristiques de équation de 
Vlasov, pour des champs électromagnétiques donnés, et la solution générale 
de l'équation de Vlasov peut s’écrire sous la forme d’une fonction arbitraire 
des invariants des orbites (les constantes du mouvement d’une particule). 
En pratique, il peut être difficile de déterminer les orbites (10.54) et (10.55), 
mais relativement facile de trouver les constantes du mouvement pour 
certains cas d'équilibre stationnaire. Dans de tels cas l’écriture de f sous la 
forme (10.57) fournit des solutions utiles (mais non générales) de l'équation 
de Vlasov. En voici des exemples : 


= = y 

e Plasma homogène en équilibre sans champs: E = B =0. L'énergie 

mw?/2 et la quantité de mouvement mw sont des constantes du 
mouvement. Par conséquent toute fonction 


f= f(wz, Wy, wz) = f) (10.60) 


est une solution stationnaire de l’équation de Vlasov. 


LT p 3 Rio Fi 
e Plasma en équilibre dans un champ électrique E (T) avec B =0. 


Si l’on a par exemple E= ez E(x) = —€} (dġ/dz), les constantes du 
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mouvement sont [(mw2)/2 + qgb(x)] et les quantités de mouvement 
mw, et mw, et toute fonction 


2 
x 


mw 
f= 5 | PEF + 402), wyw) (10.61) 
est alors une fonction de distribution d’équilibre. 
ə Plasma homogène en équilibre dans un champ magnétique constant 


=> => = 
B avec E = 0. En prenant comme axe Oz la direction de B, les 
invariants du mouvement sont la quantité de mouvement mw, = 
=> 
mwy parallèle à B et l’énergie cinétique transverse m(w? + w2) = 
mw‘. Toute fonction 
f = f(wy, wi) (10.62) 


est une solution d’équilibre de l’équation de Vlasov pour un plasma 
placé dans un champ magnétique uniforme en l’absence de champ 
électrique. 

e Champs magnétiques présentant certaines symétries. L'étude des tra- 
jectoires faite par les équations de Lagrange (cf. section 2.10) montre 
alors que certaines composantes de la quantité de mouvement et/ou 
du moment cinétique génfalisés sont des constantes du mouvement. 
La fonction de distribution peut alors s’écrire sous la forme d’une 
fonction arbitraire de ces constantes du mouvement (cf. problème 
P10-3). 


Remarquons enfin que les invariants adiabatiques des orbites étudiés 
dans la section 2.5 sont des constantes approximatives du mouvement. 
Ces invariants sont très utiles pour écrire des fonctions de distribution 
approchées dans les équilibres d’un plasma dans des champs magnétiques 
de structure plus complexe, tels qu’on les rencontre dans les dispositifs de 
confinement des plasmas (machines à miroirs, tokamaks, stellarators, etc.) 
ou en astrophysique. 


10.2.3 Conservation de l’entropie 


En mécanique statistique classique l’entropie d’un système hors d'équilibre 
est donné par la formule : 


S=- | finfdrdw (10.63) 


Le postulat de base de la mécanique statistique est que le macro-état, 
représenté ici par la fonction de distribution simple f, évolue de manière 
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à rendre maximum l’entropie S. On suppose en général que de petits 
événements aléatoires font errer de manière ergodique le micro-état (c’est- 
a-dire les positions des particules individuelles dans l’espace des phases) : 
il y a des mouvements aléatoires des particules dans l’espace des phases. 
Cette marche aléatoire est en général le résultat des collisions. On peut 
alors montrer que dS/dt > 0 (théoréme H de Boltzmann) et que les col- 
lisions conduisent à un état asymptotique dans lequel dS/dt = 0 et où la 
fonction de distribution f est maxwellienne (cf. paragraphe 8.5.4). 


Quand l’évolution de la fonction de distribution f est décrite par 
l'équation de Vlasov, on obtient en dérivant (10.63) et en tenant compte 
de (10.6) : 


ds of of 
= f| Fiy | du 


Il 


I 


[| mn Sermo) ede 


few pas wrings [dr ass fms (10.64) 


où l’on a utilisé la propriété d’incompressibilité. Si l'on suppose que f tend 
assez vite vers zéro lorsque W — oo, le dernier terme s’annule. Le premier 
terme est également nul pour un système borné contenant un nombre fini 
de particules, de sorte que f(7 — oo) = 0 (il s’annule aussi quand on 
a des conditions aux limites périodiques). L’équation de Vlasov conduit 
donc à : 


dS 
ae 0 (10.65) 
On remarque que la derniére forme de (10.64) représente le flux d’entropie 
à travers les frontières du système dans l’espace ordinaire et dans l’espace 
des vitesses. Dans la mesure où les conditions aux limites du système in- 
terdisent tout échange d’entropie avec le monde extérieur, l’entropie est 
conservée dans le modèle de plasma de Vlasov. 


Le résultat (10.65) a un corollaire simple : la fonction de distribution 
f reste toujours positive (sinon, avec f < 0, l’entropie serait complexe). 
Comme f est une densité de probabilité, il était important qu'elle reste 
toujours positive, ce qui n’est pas immédiadement évident à partir de 
lPéquation (10.63). 
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10.2.4 Conservation de l’énergie et de la quantité 
de mouvement 


Nous terminons cette étude des propriétés générales du modèle de Vlasov- 
Maxwell en établissant une équation de conservation de l'énergie sous une 
forme qui fait apparaître de manière explicite la fonction de distribution. 
Pour cela il est commode de récrire l’équation de Vlasov sous une forme 
relativiste exacte. Posons donc : 


f=f(P,7t) (10.66) 
où p =ymw est le vecteur quantité de mouvement d’une particule, avec 


y = (1 — w/e)! = (1 + p?/m2c2)l/2, m étant la masse au repos. 
L’équation de Vlasov relativiste s’écrit alors : 


of dv ðf dP Of 7 


0.67 
ôt dt ar d ap : en) 
avec : 
ir č 3 
Zu 10. 
di w (10.68) 
et : 
dp Sap so 
-5 =q E +T x B) (10.69) 
L'énergie relativiste totale d’une particule est : 
2 p? 
E =me1/1+ ne (10.70) 
et Fon a donc : Ar 
—= = Ÿ (10.71) 
op 


On peut déduire de (10.67) l’équation de transport de l'énergie totale 
relativiste (multiplication par £ et intégration sur p’). On obtient, compte 
tenu de (10.68)-(10.71) : 


5 [ete+v- | wefa- EF (10.72) 


ou 


[ete = n{€) = Up (10.73) 
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est la densité d'énergie relativiste des particules, et 
f WE f dp = n(ET) = Sp (10.74) 


leur flux d'énergie relativiste. La version non relativiste de (10.72) est 
discutée dans le problème P10-4. 

Le membre de droite de (10.72) est la densité de puissance apportée 
par les champs électromagnétiques. On peut le récrire en faisant apparaître 
une densité et un flux d'énergie en utilisant le théorème de Poynting. Pour 


— = 
établir celui-ci il est commode d’introduire le vecteur H = B /uo, les 
équations de Maxwell s’écrivant alors : 


= 
Vire (10.75) 
at 
: 
CUT EE Gn A (10.76) 


où Fa est le courant dû aux particules chargées du plasma, et Tax 
est un courant produit par des sources extérieures (c’est-à-dire contrôlé 

> => 
indépendamment). L’équation de Poynting qui relie Æ - J à la densité 
et au flux d’énergie électromagnétique s’obtient en effectuant le produit 
scalaire de (10.75) par F, de (10.76) par -E et en ajoutant les résultats, 
soit : 


2 2 
Efo MON Von La Haba. “070 
ot 2 2 
ou E Hm 
= n = UE + Um =Ugm (10.78) 


est la densité d’énergie électromagnétique, et 
= = — 
E x H = Sem (10.79) 


est le flux d’énergie électromagnétique (vecteur de Poynting) tandis que 
> = 
— E - Jext est la densité de puissance apportée par les sources extérieures. 


En combinant (10.72) et (10.77) pour éliminer (E : T) on obtient 
l’équation de conservation de l’énergie dans le modèle de Vlasov-Maxwell : 


ee) —— 
s Uem + Up) +V: (Sem + Sp) = -E Ja (10.80) 
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Remarquons que Ugm et UP sont deux quantités essentiellement positives. 
En l’absence de sources extérieures les seuls échanges d’énergie se font entre 
les particules et les champs électromagnétiques. Le flux d'énergie qui sort 
d’un volume donné (ou y entre) peut être dû aux champs, aux particules 
ou aux deux. 

L'établissement d’une équation de conservation de la quantité de mou- 
vement est aussi direct mais un peu plus compliqué (cf. problème P10-4) ; 
on obtient : 


ð => — — = = 
5(G em + Gp) +V- (Lem +Tp) = - (cos Ex B) (10.81) 
où 


x 
G em = 7- (10.82) 


Ce J P fdp =n(P) (10.83) 


sont les densités de quantités de mouvement des champs et de la matière, 
et 


= E? H? = = >= 
Tara (= +S- (QE E + uo Hi) ) (10.84) 


les flux de quantité de mouvement correspondants. Le membre de droite de 
l’équation (10.81) est la densité de force exercée par les sources d’origine 
extérieure. 


10.3 Dynamique électrostatique, linéarisée, 
a une dimension 


La résolution du systéme des équations de Vlasov-Maxwell est en général 
trés difficile. C’est pourquoi dans un premier temps nous allons réduire 
l’espace des phases à une dimension tant en position qu’en vitesse, en 
nous limitant d’ailleurs à des équations dynamiques non relativistes. Cela 
réduit aussi les équations de Maxwell à leur forme électrostatique très sim- 
ple. Physiquement cela revient à considérer un plasma dans lequel le mou- 
vement des particules est restreint à une direction, celle d’un fort champ 
magnétique d’origine extérieure. 


Dynamique électrostatique, linéarisée, à une dimension 123 


Soit x la coordonnée dans le système à une dimension étudié. En posant 
— > 7 > R eee 
w = wer, E = Eez, et B =0 on a d’après (10.1)-(10.5) : 


afs Əfs qs fs _ 
A tan a a Oe (10.86) 
+00 
p= as fs dw (10.87) 
OE 
OF, — P= Pext- (10.88) 


Ces équations sont aussi non linéaires à cause du dernier terme de (10.86) et 
donc en général difficiles à résoudre. Dans ces conditions, nous les résolvons 
pour des perturbations de petite amplitude d’un état d’équilibre homogène, 
neutre, et sans champ, comme cela fut fait pour la premiére fois par L. D. 
Landau [112].! Quelques années plus tard N. G. Van Kampen [128] a 
résolu le même problème par une technique complètement différente (celle 
des modes normaux des équations intégrales singulières) reprise ensuite, 
développée et assise par K. M. Case [129]. Les méthodes de Landau et 
Van Kampen conduisent au même résultat pour la résolution du problème 
aux valeurs initiales. Chacune a ses avantages propres du point de vue 
mathématique ou physique. Nous développons d’abord en détail celle de 
Landau, car elle est plus directe, et a été appliquée de manière beaucoup 
plus large dans la description des ondes linéaires et des instabilités dans 
les plasmas. 


10.3.1 Solution des équations linéarisées par 
transformation de Fourier-Laplace 


On suppose que dans l’état d'équilibre, le plasma est constitué d'électrons 
et d’ions de densités uniformes et constantes neo et nio : 


+co 

feo dw = Neo (10.89) 
+00 

fio dw = Tio (10.90) 


1. Nous considérons un plasma infiniment magnétisé (c’est-à-dire où Bext = Boéz 
avec Bg — oo) alors que Landau traitait des ondes linéaires électrostatiques dans un 
plasma non magnétisé ; mais la solution de ce problème peut aussi se ramener à un 
problème équivalent à une dimension (cf. section 10.4). 
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où les indices 0 se rapportent à l’état d’équilibre, et fo = fo(w). Sup- 
posant l’état d'équilibre électriquement neutre, on a neo = Zinio, où Zi 
est la charge d’un ion, et l’on a en l’absence de source externe Eg = 0. 
Donc, d’après (10.86), fso(w), peut donc être une fonction arbitraire de w. 
On voit que cela veut dire, en particulier, que les fonctions de distributions 
non perturbées ne sont pas forcément des maxwelliennes d'équilibre ther- 
modynamique, et que par conséquent elles peuvent être a priori stables ou 
instables vis-à-vis des perturbations. 

Pour des perturbations de petite amplitude, on pose pour chaque espèce 
de particules : 


fs = fso + fei(w, x,t) ; lfs1| K fs0 : (10.91) 


p=potpi(z,t) ; |pil <|po (10.92) 
En posant E = E,(x,t), on obtient à partir de (10.86)-(10.88) les équa- 
tions linéarisées : 


fsı Ofer q dfso 


a tw to = 8 (10.93) 
OO 
p =Y a i fa dw (10.94) 
s —00 
ðE 
cog — PI = Pext (10.95) 


où la source externe est supposée de petite amplitude. 


a) Transformation de Fourier-Laplace 


a) Formules générales On résout maintenant les équations (10.93)- 
(10.95) comme suit : on transforme par Fourier-Laplace? les champs de 
perturbation dépendant de l’espace et du temps, de sorte que (10.93)- 
(10.95), devenues algébriques, se résolvent facilement. Les dépendances 
spatio-temporelles des champs sont ensuite obtenues en inversant la trans- 
formation de Fourier-Laplace. Pour effectuer ces calculs, il faudra définir 
avec soin les transformées, leurs domaines de convergence absolue, et les 
contours d'intégration dans les transformations inverses. Ainsi, par exem- 
ple, les transformées de E (x,t) et fs1(w,r,t) sont : 


+00 . co , 
E; (k, w) = | ae dte™* Ei (x,t), (10.96) 
0 


— CO 


2. La transformation de Fourier spatiale des fonctions est considérée ici dans sa forme 
générale d’une transformation de Fourier complexe. 
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+00 


P ka= f 


— 


dr e~*** J dt e** flw, 2, t) (10.97) 
0 


où les domaines de convergence absolue (DCA) des fonctions transformées 
sont représentés sur la figure 10.5 . 


Figure 10.5 : Domaines de convergence absolue (DCA) dans les plans com- 
plexes w et k. 

L est un contour de Laplace dans le plan w. F est un contour de Fourier dans le 
plan k. 


Les transformées inverses correspondantes sont : 


= dw —iwt dk tka 
Ei(x,t) = a Í. 50 Balk, w) (10.98) 
dw _, dk ; 
fei (w, x,t) = | ew | ae far(w, kw) (10.99) 


où les contours L et F' sont dans les domaines respectifs de convergence 
absolue (DCA) comme représenté sur la figure 10.5. Des transformations 
analogues sont effectuées pour pext. Le choix des DCA est basé sur le 
principe de causalité. Ainsi, comme on suppose que tous les champs sont 
nuls pour t < 0, le DCA dans le plan complexe w est une fraction du demi- 
plan supérieur? ; en général il est au-dessus de l’axe w réel pour permettre 


3. On peut vérifier directement sur (10.96) que les DCA ont bien l'allure représentée 
sur la figure 10.5. Pour L par exemple, il suffit pour cela d’examiner le comportement 


pour t — oo du facteur e*”® : il est clair qu’il tend vers l'infini pour toute valeur négative 
de S(w). 
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les éventuels champs croissants (instables). Dans le plan k le DCA est 
une bande contenant l’axe k réel, car à partir d’une excitation initiale 
localisée les perturbations ne peuvent se propager qu’avec une vitesse finie 
et ont donc forcément une extension finie en x. Le DCA en forme de bande 
dans le plan k permet des champs décroissant exponentiellement lorsque 
xz — too ; il contient l’axe réel pour permettre de représenter des champs 
de module intégrable* en x. Le principe de causalité permet en fait de 
relier entre eux les deux DCA dans les plans w et k [60]. 


8) Solution dans l’espace (k,w) Les transformées de Fourier-Laplace 
de (10.93)-(10.95) sont : 


— i(w — kw) fa — ga, k) + 2 Ei flo = 0 (10.100) 


Ms 
+00 
—00 


pı -Ya f fsı dw (10.101) 


ikeoE1 — P1 = Pext (10.102) 


En effectuant la transformation de Laplace de (10.93) on a tenu compte 
des valeurs initiales des fonctions de distribution qui ont été écrites dans 
(10.100) après la transformation de Fourier dans l’espace sous la forme 
fsi(w,k,t = 0) = gsi(w,k). Notons aussi que l’on a utilisé les mêmes 
notations pour les grandeurs fonction de l’espace et du temps et pour 
leurs transformées de Fourier-Laplace (il ne devrait pas y avoir de confu- 
sion, puisque les transformées sont des quantités complexes). Ainsi, dans 
(10.100)-(10.102), fsı = fsi(w,k,w), E1 = Ei (k,w), et pı = pilk,w); k et 
w sont dans leurs DCA respectifs. Nous écrirons par ailleurs à partir de 
maintenant (df,9/dw) avec la notation fly. 

Les équations (10.100)-(10.102) sont algébriques et on en déduit facile- 
ment les expressions des champs en fonction des excitations pext et gs1. A 
partir de (10.100) on trouve, en notant que k et w sont dans leur DCA® : 


4. Plus généralement, la représentation des champs croissant exponentiellement dans 
l'espace peut requérir un certain DCA pour x > 0 et un autre DCA pour x < 0. Ceux- 
ci pourraient étre un demi-plan supéreur ou inférieur dans le plan k ; si ces DCA se 
recoupent, la bande de recoupement est le DCA pour toute valeur de z. 

5. (10.93) peut aussi étre résolue par la méthode des caractéristiques introduite au 
paragraphe 10.2.2 a) ; en effectuant ensuite la transformation de Fourier-Laplace, on 
obtient le même résultat (10.103) (cf. problème P10-5). 
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. qs foo En È 9s1 
s1 = 10.103 
fa Geo Grom) (0408) 


d’où : 


~ °° gsidw 
_ Lodw SE 
=? i EPa mE + > ia f TET (10.104) 


—00 


On voit qu’il y a deux parties dans la densité de charge p1, une qui 
dépend du champ électrique Æ, que nous appelons la densité de charge 


“collective” i haig 
. Is ae f'odw 
a= 2428: ee 10.105 
Peoli 5y i f. Geh” (10.105) 


et l’autre qui dépend des conditions initiales g,; des fonctions de distribu- 


tions perturbées : 
+00 
: gsidw 
n = a Es 1 
> a L (w — kw) (19:108) 


En portant (10.104)-(10.106) dans l'équation de Poisson (10.102) on ob- 
tient : 


ikeo En — Pcoll =  Pext + Pin 
= poc (10.107) 


où les diverses excitations ont été combinées en une densité de charge 
d’excitation pexc. Compte tenu de (10.105) qui exprime peoi en fonction 
de E1, on peut résoudre (10.107) par rapport à E; en fonction de pexc ; 
sa transformée de Fourier inverse détermine le champ électrique Æ; (x,t) 
pour des densités de charge externe données, et des conditions initiales 
imposées aux fonctions de distributions perturbées. Avant d'écrire cela 
explicitement, il est commode d'introduire diverses fonctions de réponse 
(“interne” et “externe” ). 


b) Fonctions de réponse linéaires dans l’espace (k,w) 


La dynamique des perturbations du plasma décrite par l'équation de 
Vlasov linéarisée fait correspondre à un champ électrique donné Æ; une 
densité de charge collective (10.105). Cela permet de définir une fonction 
de réponse interne, la susceptibilité longitudinale X;,(k,w), par la formule : 


Peo = —ikeo Xz Fy (10.108) 
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avec, d’après (10.105) : 


2 œ Py 
XL(k,w) = De i iat (10.109) 


w — kw) 


où l’on a introduit pour chaque espèce une fréquence plasma wps = 
(q2ns0/meo)'/? et une fonction de distribution normalisée : 


fso(w) = foo(w) $ i fso dw=1 (10.110) 


Nso —00 


Comme chaque espèce de particule du plasma contribue indépendamment 
à la densité, (10.109) peut s’écrire : 


XL(k,w) = $` Xrs(k,w) (10.111) 
où la susceptibilité longitudinale de chaque espèce est simplement : 


w2 +00 fr dw 
Xrs(k,w) = “ef oe (10.112) 
— 00 


On note qu’à ce stade, elle est définie seulement dans les DCA des plans 
complexes w et k. 

En portant maintenant (10.108) dans (10.107), qui décrit les champs 
électriques engendrés par des excitations extérieures, on a : 


Pexc 
Kzr(k,w}) Ei = — 
u rw) - ikeo 
= Eexc (10.113) 
où 
KL(k,w) = 14+ Xz(k,w) 
= 145° X1s(k,w) (10.114) 
sS 


est la permittivité longitudinale du plasma. Par commodité de notation (et 
pour s’y reconnaître dans les unités) on a introduit le champ électrique 
d’excitation Fox. à la place de (pexc/ikeo). 

Finalement, il est commode d'introduire la fonction de réponse longi- 
tudinale du plasma Rz(k,w), encore une fonction de réponse externe qui 
donne la partie collective de la densité de charge associée 4 une excitation 
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extérieure donnée. En posant Econ = Pcon/ikeo, et en utilisant (10.107), 
(10.113), on trouve : 


Peol _ Econ 


Rr(kw) = 
Pexc exe 
= —XL(Kk,w) _ 1 E 
F A | ae) 


En fonction de Rz la réponse en champ électrique dans (10.113) est : 
E; = [1 + Rx(k,w)| Eexe (10.116) 


(Pour la fonction de réponse longitudinale du modèle plasmas froids voir 
problème P6-1.) 


c) Réponses naturelles. Relation de dispersion 


Les modes longitudinaux naturels sont ceux pour lesquels E; # 0 pour 
Eexc = 0 ; leurs nombre d’onde et fréquence complexes sont reliés par la 
relation de dispersion D£(k,w) = 0. A partir de (10.113) on trouve donc : 


Di(k,w) = KL(k,w) = 0 (10.117) 
La relation de dispersion est une contrainte imposée entre k et w : 
w(k) ou k(w) 


Les champs d’onde complexes avec une dépendance spatio-temporelle en 
exp(ikx — iwt), qui satisfont la contrainte de la relation de dispersion, sont 
appelés les modes naturels. 


d) Réponses forcées. Fonction de Green 


Nous nous limitons au cas des plasmas homogènes et laissons donc de côté 
le problème plus pratique (et plus compliqué) d’une excitation externe 
considéré comme un problème avec condition aux limites. Une bonne étude 
de ce cas se trouve dans l’article original de Landau [112], et dans la 
référence plus récente [127] où l’analyse théorique est reliée de manière 
très intéressante à diverses expériences. 
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Pour une excitation donnée, le champ électrique est déterminé par 
(10.113) ou (10.116), soit : 


Bexc(k, w) 
Ky (k,w) 
= [1 + Rr(k,w)| Bexc(k, w) (10.118) 


E; (k,w) 


La première égalité dans (10.118) montre que, comme dans un diélectrique 
ordinaire, la permittivité Kz (k,w) tend à “écranter” le champ d’excitation 
extérieure Fexc. Mais la permittivité d’un plasma n’est pas une constante, 
elle est en général fonction de k et w ; on dit que le plasma est un mi- 
lieu dispersif, temporellement et spatialement. KZ(k,w) agit comme un 
“écran dynamique” vis-à-vis du champ d’excitation. La seconde égalité 
dans (10.118) montre explicitement que le champ dans le plasma est la 
somme du champ d’excitation imposé et du champ collectif. 

La variation spatio-temporelle du champ électrique s'obtient en effec- 
tuant sur (10.118) une transformation de Fourier-Laplace inverse. 


dw —iwt dk tke Eexc(k, w) 
Elet) L 2T F m K1(k,w) 
dw _; dk ; 
= Eye —e wt | —eike ,W) Eexc 
(x,t) + OR i Rik, w) Hexc(k, w) 


(10.119) 


On peut aussi introduire la fonction de Green du champ électri- 
que, GL(x,t), c'est-à-dire le champ électrique résultant de Eexc(z,é) = 
6(x)6(t) > Eexc(k,w) = 1 où (x) et 6(t) sont des fonctions impulsion de 
Dirac. On a alors : 


1 
= dw —iwt dk ikz 1 
i ea A I m Kilk) 
= 6(x)6(t)+ Rr(z, 6) (10.121) 
et 

dw en dk ikt —XL(K,w) 
= — — — 10.122 
ae) J m p 2T i KL(k,w) (10.122) 


On voit que les singularités de la fonction de Green dans les plans com- 
plexes k et w sont données par la relation de dispersion (10.117). Une fois 
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connue la fonction de Green, le champ électrique produit par une excitation 
quelconque se calcule par convolution : 


Eif(x,t) = J aa’ f dt’ G(z — x',t — t) Ecxe(t',t) (10.123) 


Eexc(z, t) + Î aa’ f dt Riz —x',t — t) Eext, t’) 


Nous avons ainsi terminé la résolution formelle du problème de Landau 
à une dimension. Etant données les fonctions de distributions à l’équi- 
libre fso(w) de chaque espèce de particule et les conditions initiales de 
perturbation gsı (w, k) et/ou pext, le champ électrique de perturbation est 
donné par (10.119) ou de manière équivalente par (10.148)-(10.123). Les 
perturbations fs1, et pex_ des fonctions de distributions et de la densité de 
charge s’obtiennent à partir de (10.103) et (10.104) après inversion de la 
transformation de Fourier-Laplace. Pour calculer Pune quelconque de ces 
grandeurs, il faut donc faire trois sortes d’intégrations : des intégrations 
sur w pour trouver les susceptibilités (10.112) et les densités de charge 
initiales (10.106) ; des intégrations dans les plans complexes k et w selon les 
formules (10.119) et/ou (10.121)-(10.123) d’inversion de la transformation 
de Fourier-Laplace. Pour simplifier cette démarche on considère d’abord 
des perturbations périodiques dans l’espace ; cela permet d’étudier la sta- 
bilité ou l'instabilité linéaire d’un plasma défini par un choix quelconque 
des fonctions de distribution d’équilibre. 


10.3.2 Perturbations périodiques dans l’espace 
a) Calcul formel de la fonction de Green 


Comme on l’a vu dans la section 6.5, il suffit pour déterminer la stabilité 
ou l'instabilité d’un état d'équilibre uniforme de déterminer l’évolution 
asymptotique dans le temps des perturbations périodiques dans l’espace. 
Considérant donc une telle perturbation, on pose : 


Bie lat) ae Blt kr) (10.124) 


où k, est le nombre d’ondes réel (définissant la périodicité spatiale) de la 
perturbation et Eexc(t; kr) le champ dépendant arbitrairement du temps 
d’excitation à cette valeur de k,. La transformation de Fourier-Laplace de 
(10.124) donne : 


Eexc(k,w) = 276(k — ky) Bexc(w3 kr) (10.125) 
et (10.119) devient donc : 
E(x, t) = e"? Ey (t;k,) (10.126) 
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où 
dw er ist Eexc(w; kr) 
L 27 KL(kr,w) 


E(t; kp) = (10.127) 
On a donc éliminé l’intégration dans le plan complexe k. On voit d’ailleurs 
que exp(ik,x) est un mode propre de la dynamique linéaire du plasma, en 
ce sens qu’une excitation de la forme (10.124) produit une réponse (10.126) 
ayant la méme dépendance spatiale. Une superposition de ces modes (c’est- 
a-dire une intégrale de Fourier) permet de représenter toute fonction de 
r intégrable et de comportement non pathologique. La simplification que 
nous avons faite nous limite donc à des champs ayant une structure spatiale 
de ce type. Cela exclut par exemple les champs croissant exponentiellement 
dans l’espace (cf. [60] pour de tels cas). 

Etudions donc l’évolution temporelle des champs produits par une ex- 
citation spatialement périodique. La fonction de Green d’un champ élec- 
trique de perturbation de la forme Egxc(t; kr) = (t) > Eexe(wy kr) = 1 
est : 


G(t; kr) = 6(t) + R(t; kr) (10.128) 
avec : 
p= [ WH out Kalb) | 
RLGK) =f 5 A (10.129) 


où l'intégration est faite dans le DCA du plan w le long du contour ouvert 
L (cf. Fig. 10.5) où Xz(kr,w), donné par (10.111) et (10.112), est bien 
définie. 

Une intégrale telle que celle qui apparaît dans (10.129) peut se cal- 
culer en fermant tout d’abord autant que possible le contour L par larc 
lw] — oo, puis en appliquant le théorème de Cauchy et la formule des 
résidus autour des singularités encloses par le contour d'intégration. Il 
faut évidemment que la fermeture du contour le long de l'arc |w| — oo 
amène une contribution nulle à l’intégrale. Or Vintégrand de (10.129) con- 
tient deux termes : l’exponentielle exp(—iwt) qui possède une singularité 
essentielle pour |w| — oo ; et Rr(kr,w) qui, jusqu’à maintenant, n'est 
définie que pour les valeurs de w situées dans le DCA, c'est-à-dire w; > 0. 

Considérons donc tout d’abord la fermeture du contour L par un arc 
situé dans le demi-plan w supérieur, c’est-à-dire pour |w| — œ avec w; > 0. 
La contribution de la singularité essentielle sera nulle si nous fermons de 
cette manière le contour L pour t < 0. De plus, d’après le lemme de 
Jordan, Ri(k,,|w| — oo) avec w; > 0 doit s’annuler au moins aussi vite 
que (1/w). Cela dépend des propriétés de Xzs(kr,w) donné par (10.112). 
En développant l’intégrand de (10.112) pour les grandes valeurs de w et 
en intégrant par parties on trouve : 
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XLs(kr, |w| — œ; w; > 0) 


1 " kp w=+oo0 
~ lim {2 fo (1 +w + 3 
lw|—oo | w Ww MES 


She Pre (1 + ow + à aw} (10.130) 


N \7 


>< 
Se _~ \Coupure 
Sas de branchement 


Figure 10.6 : Fermeture du contour L pour le calcul de l'intégrale (10.129). 


Pour des fonctions de distribution à l'équilibre, fso(w), qui s’annulent suf- 
fisamment vite pour w — -too, et qui sont intégrables (conditions qui sont 
toujours physiquement satisfaites), Xzs(kr,|w| — 00; wi > 0) tend vers 
zéro comme (1/w?), et donc, pour ¢ < 0, le contour L peut entourer tout 
le DCA dans le plan w comme on le voit sur la figure 10.6. Le principe 
de causalité impose d’ailleurs qu’il n’y ait pas de réponse du plasma avant 
l'application de l'excitation (à t = 0). Il ne peut donc pas y avoir dans le 
DCA de singularité de l’intégrand de (10.129). Il en résulte qu’il n’y a pas 
de zéro de XL(k;,w) lorsque w est dans son DCA, de sorte que finalement 
pour ¢ < 0 (10.129) s’annule et l’on a: 


RL(t <0; kp) = 0 (10.131) 


Pour t > 0, la singularité essentielle de exp(—iwt) pour |w| — oo 
imposerait que l’on ferme le contour par un arc dans le demi-plan w 
inférieur. Mais, à ce stade, la susceptibilité n’est pas définie en dehors 
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de son DCA. Même si on peut montrer que la fermeture du contour L 
pour t > 0 peut se faire par un demi-cercle tracé à linfini dans le demi- 
plan inférieur avec jw| — co, comme représenté sur la figure 10.6, le calcul 
de l'intégrale (10.129) demande malgré tout que lon connaisse les singu- 
larités de l’intégrand en dessous du DCA. Pour les trouver, il nous faut 
finalement effectuer un prolongement analytique de X£(k,,w) donné par 
(10.109)-(10.112), dans tout le plan complexe |w| — co. 


b) Prolongement analytique de Xz(k,,w) 


a) Contours de Landau En examinant l’intégrand de (10.112) on voit 
que lorsque w passe en dessous de son DCA, l'intégrale a une discontinuité 
sur l’axe réel pour w au point w = (w,/k,). On a donc : 


XLs(kr,w) = + Í Jo) y, (10.132) 
T 

qui est définie pour toute valeur de k, si w est dans son DCA mais a 
une ligne de discontinuité sur l’axe réel du plan w (sauf évidemment si 
flw) = 0). Ce comportement discontinu peut être évité en considérant 
l'intégration dans (10.132) comme effectuée dans le plan complexe w et 
en déformant convenablement le contour de l’axe réel de ce plan lorsque w 
descend en dessous de son DCA. Cela est représenté sur la figure 10.7 où 
Pon voit que pour k, > 0 la déformation correcte du contour est vers le 
demi-plan w inférieur, le long del’, ; tandis que pour kr < 0 la déformation 
est à faire vers le demi-plan supérieur le long de F— ; on appelle T_ et Ty 
des contours de Landau, parce que c’est Landau qui montra le premier la 
nécessité de telles déformations dans son analyse des perturbations dans un 
plasma non magnétisé [112] (cf. section 10.4). Le prolongement analytique 
de Xz(k,,w) dans tout le plan complexe w fait donc apparaître en général 
deux fonctions de susceptibilité : 


w Fio(w) 
Xrs(kr > 0,w) = -= st d 10.1 
Ls(kr > 0,w) er a (10.133) 
et 2 . 
/ 
XLs(kr < 0,w) = a f fso lw) dw (10.134) 
ke T+ w= kr 


qui sont valables dans tout le plan w. 


3) Exemple d’une distribution de Lorentz-Cauchy A titre d'exemple, 
on peut examiner le cas où fso(w) est une fonction de Lorentz-Cauchy (ou de résonance) 
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Lressés+ 


(a) (b) 


Figure 10.7 : Déformation du contour dans le plan w pour le prolongement 
analytique de X£(k,,w). 

(a) pour kr > 0. 

(b) pour kr < 0. 


simple : 

à ajr 
fso = La Ja? 

Les intégrations dans (10.133) et (10.117) peuvent alors se faire facilement (cf. problème 

P10-6) et on trouve : 


(10.135) 


2 


Sn eE (10.136) 
Ls\&r ; (w + ika)? ‘ 
et 
Xpe(kr <0 ès (10.137) 
< 0,w) = ——— - 
EL w) (w — ikra)? 
que l’on peut évidemment regrouper en une seule expression : 
Xzs(kr,w) = te (10.138) 
Ls\&ry (w+ ijk, la)? : 


valable pour n’importe quelle valeur de kr réel et w complexe. On voit que cette suscep- 
tibilité n’est pas une fonction analytique de k,! Les intégrations dans le plan complexe k 
devraient tenir compte de ce point (cf. [127] et problème P10-6). Pour les distributions 
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de Lorentz-Cauchy, on voit de plus sur (10.138) que Xz5(kr, |w| — co) ~ (1/w2) pour 
wi > 0 et w; < 0. Et donc, quand on calcule pour de telles distributions la réponse 
(10.129) du plasma pour t > 0, le contour L peut être fermé par le demi-cercle infini 
(jw| — 00) tracé dans le demi-plan w inférieur, comme représenté sur la figure 10.6. On 
peut aussi remarquer que les contours de Landau sont aussi nécessaires pour effectuer 
le prolongement analytique de l'intégrale qui apparaît dans le calcul de la densité de 
charge (10.106) due aux conditions initiales (cf. problème P10-7). 


La fonction de distribution de Lorentz-Cauchy (10.135) n’est pas, en fait, une repré- 
sentation physiquement satisfaisante des distributions réelles : elle contient trop de par- 
ticules de grande vitesse, et conduit à un moment du deuxième ordre (l'énergie moyenne 
d’une particule) infini. C’est néanmoins une représentation utile dans un domaine limité, 
c’est-à-dire pour |w| < a. Des fonctions “de résonance d'ordre supérieur”, peuvent 


fournir une meilleure approximation des fonctions de distributions réelles. 


y) Partie principale. Formules de Plemelj Comme autre exemple, 
considérons le cas mathématiquement spécial, mais physiquement habituel, 
d’une fonction de distribution d’équilibre fo(w) analytique pour toute 
valeur finie de w. L'intégrale singulière qui figure dans (10.132) est de 
la forme : 
+00 cr 
w 
I =f f w; wst (10.139) 
Lo W-— wo kr 
qui doit être aussi considérée dans le plan complexe w, comme représenté 
sur la figure 10.7. Lorsque w descend dans le demi-plan inférieur, on a : 


1. Pour k, > 0 (Fig. 10.7(a)] : 
fo 


0 dw = 1 + idr fi : 10.140 
au = 1+ ae filo) (10.140) 


2. Pour k, < 0 [Fig. 10.7(b)] : 
f = s fl 
—— dw = I — i?r fp (wo) . (10.141) 
T 


a w — Wo 
On peut maintenant introduire la notion de partie principale d’une 


intégrale dans le plan compleze, en utilisant les contours représentés sur la 
figure 10.8. En posant fj/(w — wo) = F on peut écrire : 


zI Fdu+ | F dw =P | Faw (10.142) 
2 [Jo Cy 
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Figure 10.8 : Contours pour le calcul de la partie principale dans le plan 
complexe. 


C'est la généralisation au plan complexe de la formule classique de 
définition de la partie principale d’une intégrale. On a, de plus : 


f F dw -f F dw = f F dw = i2n 8 (wo) (10.143) 
= C4 c 


En remarquant que les contours [_ et lT} peuvent être déformés respec- 
tivement en C_ et C} on trouve à partir de (10.142) et (10.143) : 


J F dw i F dw = P | Fdw + irfstue) (10.144) 
a c- 


et 
F dw = i F dw = P | Faw — in fi (wo) (10.145) 


Dans le cas où wo est réel, c'est-à-dire wo = (wr/kr) = wor, on a ainsi établi 
les formules opérationnelles dites de Plemelj pour les intégrales singulières 
[273], [274], soit : 


1 1 
im ———_——- = P m6 (w — 10.146 
30 W — Wor + 1€ W — Wor = w wor) ( ) 


où P désigne la partie principale et 6 la fonction impulsionnelle de Dirac. 


6) Expression de X;, Ainsi, en utilisant (10.144) et (10.145), et re- 
marquant que le signe du second terme dans ces deux équations est celui 
de kr, c’est-à-dire (k,/|kr|), on peut récrire le prolongement analytique de 
(10.132) donné par (10.133) et (10.117) en une seule formule : 


w? f! dw k 7 w 
Xrs(kr,w) = -E |P ae inf! = 10.147 
HE | frs tree à) cou 
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On peut maintenant trouver les singularités de l’intégrand de (10.129) 
qui déterminent la fonction de Green pour t > 0 ; ce sont les zéros de 
KL(kr,w), c’est-à-dire les solutions de l’équation de dispersion : 


Dy (kr,w) = Ky (ky, w) 
= 14+ 5° Xzs(k,w) =0 (10.148) 


où Xzs(kr,w) est donné par (10.147). Il se peut, cependant, que la ferme- 
ture du contour L pour |w| — oo dans le demi-plan complexe w inférieur 
soit impossible. Ainsi, pour une maxwellienne, on ne peut pas calculer 
Pintégrale dans (10.129) pour t > 0 par une intégration de contour dans 
le demi-plan w inférieur, comme représenté sur la figure 10.6. Malgré 
cela,la fonction de Green asymptotique dans le temps, qui est la grandeur 
intéressante pour la stabilité, peut, elle, étre déterminée. 


b) Fonction de Green asymptotique dans le temps 
pour les perturbations 
périodiques dans l’espace 


Ayant fait le prolongement analytique de Kz, on peut maintenant trouver 
les singularités de K a au-dessous de L. On peut ensuite en déduire facile- 
ment la valeur asymptotique dans le temps de (10.128), par la déformation 
permise du contour L vers w; — —oo, représentée sur la figure 10.9 . 

En désignant par wm(kr) = Wmr(kr) + iwmi(kr) la singularité de 
K7 (ky,w) qui a la valeur maximum de w;(k,) = wmi(kr), on a : 


G(a,t — 00) ~ eb tem Wmr (Kr Jt gwmi (hr )t (10.149) 
Donc : 


1. Si Wmi(k-) < 0 pour toutes les valeurs de kp, les perturbations 
s’amortissent avec le temps, on a stabilité ; 


2. si wmi(kr) = 0, les perturbations sont oscillatoires, on a une onde 
pure ; 


3. si Wmi(kr) > 0 pour une certaine valeur de k,, les perturbations 
croissent avec le temps, on a instabilité. 
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Figure 10.9 : Déformation de L en L pour l'évaluation asymptotique de 
l'intégrale (10.129). 


On remarque que les singularités de la fonction de Green sont les so- 
lutions de la relation de dispersion (10.148), c’est-à-dire les réponses na- 
turelles w(k,) du système pour un nombre d’onde k réel [cf. paragraphe 
10.3.1.b)|. 

De manière plus générale, dans les plasmas homogènes linéairement instables (c’est- 
à-dire pour lesquels la condition 3 ci-dessus est satisfaite), la limite asymptotique tem- 
porelle (10.121) de la fonction de Green permet de faire une distinction entre les insta- 
bilités absolues et convectives ; il faut pour cela considérer la fonction de Green pour 


des perturbations spatiales localisées et son calcul par (10.121) exige que sa transformée 
soit définie pour k et w tous deux complexes (pour plus de détails cf. [60]). 


10.3.3 Excitation externe d’un plasma stable 
a) État stationnaire 


Pour mieux apprécier la signification physique de la susceptibilité (10.147), 
supposons que les modes naturels, donnés par (10.148), soient tels que 
Wmi(kr) < 0, c’est-à-dire stables. Considérons, pour un tel plasma, 
une source externe de fréquence réelle wre, c’est-à-dire Ecxc(t; kr) ~ 
exp(—iw,et). On a alors : 
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Eexc(kr, w) 1 


A Tena) R 0) 


(10.150) 


et ses singularités dans le plan w ont l’allure représentée sur la figure 10.10. 
Dans l'inversion de la transformation de Laplace (10.150), la déformation 


du contour de Laplace L vers L donne pour l’expression asymptotique dans 
le temps du champ : 


etkr® p—twret 


Wika (10.151) 


E\(2,t = oo) ~ 


c’est-à-dire un champ périodique en x et t à la fréquence wre de la source. 
Dans cet état stationnaire, il est intéressant d’examiner le bilan moyen 
dans le temps de puissance entre la source externe et le plasma stable. 


Figure 10.10 : Singularités et déformation de L en L pour calculer le champ 
(10.150) dans un plasma stable (wmi < 0) excité par une source à la 
fréquence wre. 
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b) Equation d’énergie 


L’équation de conservation de l’énergie de perturbation se déduit facile- 
ment de l’équation de Maxwell-Ampère écrite pour les champs électrosta- 
tiques à une dimension considérés ici : 


o EL +J = -Jext (10.152) 


où l’on a représenté la source extérieure par une densité de courant : Jext = 
—€9(OF ex: /Ot). En multipliant (10.152) par E, on obtient : 


pal (Sz?) + EJ = -E Jot (10.153) 
Ot \2 
où nous reconnaissons en (eo £?/2) = Ug la densité (instantanée et locale) 
d'énergie de perturbation du champ électrique et en —-E1J,,1 la densité de 
puissance (instantanée et locale) fournie au plasma par la source externe. 

La relation (10.153) entre Jı et E, est non locale dans l’espace comme 
dans le temps. Il en résulte qu’on ne peut pas en général l'écrire sous 
la forme d’une équation de conservation locale et instantanée. On peut 
montrer cependant [361] que dans un milieu faiblement dissipatif, et pour 
des champs monochromatiques dont l’amplitude varie lentement (c’est-a- 
dire des champs quasi monochromatiques), Ey ~ €(25,ts) exp(tk,x—iw,t), 
la moyenne (prise sur les variations rapides représentées par k, et w,) de 
Ey J; donne : 

AU) | HSK) 
(E1di) = at + bn + 

où Ux, Sx et p sont respectivement la densité d’énergie de perturbation, le 
flux d’énergie de perturbation présents, et la densité de puissance dissipée 
dans le milieu plasma. Pour les champs périodiques dans l’espace et le 
temps E; ~ exp(ik,x — iwret) du régime stationnaire imposé par la source 
extérieure, la moyenne de (10.153) donne compte tenu de (10.154) : 


(Ey, Ji) = (p) = (Pext) (10.155) 


où les crochets ( } représentent des moyennes dans le temps (ou l’espace). 
On peut aussi écrire la puissance moyenne (p) dissipée dans le plasma, en 
fonction des transformées Fy (ky, wre) et Jı (kr, wre} des champs complexes, 
qui sont reliées entre elles par les fonctions de réponse (susceptibilité ou 
conductivité). On a ainsi : 


(p) (10.154) 


Ji = OL(kr,Wre)E1 (10.156) 
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où la conductivité longitudinale est d’ailleurs reliée (du fait de l'équation 
de conservation de la charge) à la susceptibilité par la relation 


OL(kr,Wre) = —iwreto XL(kr, Wre) (10.157) 
On en déduit : 
1 * 
(@) = ReSEJ) 
1 
= SEP Reloz(kr, Wre)| 


€ 
= SAP wre Im[Xz. (kr, wre)] (10.158) 


Remarquons que la condition de dissipation faible implique |(p)| <« 
lwre{U)|, où (U) = (Ug) + (Ux) est la densité totale moyenne d’énergie 
de perturbation que nous trouverons dans la section 10.3.5 ; il en résulte 
aussi que l’on a: [Reoz(k,,w,.)| < |Imoz (kr, wre)| et [ImXz(k,ure)| & 
IReXL(kr,wre)|. 

En examinant (10.155) on voit que si la puissance moyenne (p) dissipée 
par le milieu est positive, la source externe doit en régime stationnaire 
fournir cette méme puissance au milieu ; on dit alors que celui-ci a une 
dissipation passive. Si au contraire (p) < 0, le milieu est capable de fournir 
une puissance moyenne au systeme externe ; on dit alors que le milieu 
a une dissipation active. Cela veut dire que tout en étant dans un état 
d’équilibre stable, comme nous l’avons supposé, ce n’est pas l’équilibre 
thermodynamique, et il possède de l’énergie libre qui se manifeste par 
cette dissipation négative d'énergie de perturbation. 


c) Puissance moyenne dissipée 


Evaluons maintenant et interprétons (10.158) dans le cas de la dynamique 
électrostatique à une dimension, dans un plasma avec des fonctions de 
distributions f,9(w) arbitraires. Partant de (10.147) avec w = wre, on 
peut introduire une fonction de distribution d'équilibre pondérée (par la 
fréquence plasma) : 


olw) = >> w?, fso(w) (10.159) 
s 
La susceptibilité longitudinale peut alors s’écrire : 


+00 4 
Kb) pf OUR g (w=) (10.160) 


t 
Ro Joo w-% TIR 
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et d’après (10.158) la densité de la puissance moyenne dissipée est : 


jee ae x | Wre gh (w = “)] (10.161) 


On remarque que la susceptibilité pour k et w réels est complexe, à cause 
des contours de Landau qui en donnent un prolongement analytique pour 
w réel. La partie imaginaire de Xz(k,,w,.), qui résulte de ce prolonge- 
ment analytique correct, montre que le plasma possède une dissipation 
électrodynamique — appelée dissipation de Landau. Comme celle-ci résulte 
d’une description de la dynamique du plasma à partir de l'équation de 
Vlasov qui néglige les collisions, on dit aussi souvent qu’il s’agit d’une 
dissipation non collisionnelle. Cela peut paraître à première vue une con- 
tradiction, et nous devrons clarifier la nature et le sens physique de cette 
dissipation, mais on doit souligner dès maintenant qu’elle n'intervient que 
dans la dynamique de perturbation du plasma. 

Sur la formule (10.161) on voit que pour (wre/kr) > 0, un plasma 
stable a une dissipation passive ((p) > 0) pourvu que p(w = w,e/k,) < 0, 
et une dissipation active ((p) < 0) si olw = wye/kr) > 0. L’interpré- 
tation physique de ces deux cas est décrite sur les figures 10.11 (a) et 
(b) respectivement ; elle fait intervenir l’interaction d’une onde extérieure 
imposée de vitesse de phase (wre/kr) et des particules du plasma, donnée 
par olw), qui sont en résonance de phase avec Ponde, c’est-à-dire telles 
que w © (wre/k,), et que nous désignerons plus brièvement par le terme 
de particules résonnantes. On peut y distinguer deux groupes : celles qui 
ont une vitesse w = w_, légèrement inférieure (de manière différentielle) à 
celle de Ponde, et celles qui ont une vitesse w = w4 légèrement supérieure 
(de manière différentielle) à celle de Ponde. Comme on le voit sur la figure 
10.11(c) les particules de vitesse w_ sont poussées par londe, et gagnent de 
Ténergie et de la quantité de mouvement à partir de l’onde. Au contraire, 
les particules de vitesse w, poussent londe et lui transfèrent de l'énergie 
et de la quantité de mouvement. Pour la fonction de distribution pondérée 
représentée sur la figure 10.11(a) Go(w = wye/k,) < 0, et il y a donc 
autour de (wre/kr) plus de particules prenant de l'énergie à Ponde que de 
particules lui en transférant ; onde fournit donc de la puissance au plas- 
ma et la dissipation du type Landau est positive. C’est le contraire qui se 
produit pour la fonction de distribution représentée sur la figure 10.11{b) 
pour laquelle on a une dissipation de Landau négative. Nous verrons au 
chapitre 11 qu’une dissipation de Landau négative peut conduire à une 
instabilité. 

Bien qu’à ce stade nous ne voulions pas discuter en détail les effets non linéaires, 
les conséquences de ceux-ci sont physiquement évidentes à partir de la description des 
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Figure 10.11 : Interactions onde-particules résonnantes pour les plasmas 
stables dans un champ extérieur. 


(a) Dissipation passive. 
(b) Dissipation active. 
(c) Interaction onde-particules résonnantes. 


interactions ondes-particules qui vient d’étre faite. Ainsi, il est clair que les particules 
de vitesse w— qui sont poussées par londe vont s’accélérer et devenir au bout d’un 
certain temps des particules de vitesse w+ qui poussent l’onde ; de même les particules 
de vitesse w 4 qui poussent l’onde vont être freinées et devenir au bout d’un certain 
temps des particules de vitesses w— poussées par londe. 
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En d’autres termes, pour une onde d’amplitude finie, les particules résonnantes 
rebondissent dans le puits de potentiel de l’onde au bout d’un certain temps, et 
l’échange d'énergie global entre Ponde et les particules résonnantes s’annule. Une onde 
d'amplitude finie est donc sujette à l'amortissement de Landau seulement sur un in- 
tervalle de temps plus court que le temps de rebondissement des particules . Dans la 
dynamique linéaire stricte où les champs de perturbation sont supposés d’amplitude 
infiniment petite, le temps de rebondissement [cf. paragraphe 10.7.1(a)] est infini, et le 
schéma de l’amortissement s’applique. Mais par ailleurs aux échelles de temps longues, 
on ne peut évidemment pas négliger les collisions ; si elles se produisent sur une échelle de 
temps plus courte que le temps de rebondissement, elles tendent 4 restaurer l’amortisse- 
ment de Landau même dans une onde d’amplitude finie [cf. paragraphe 10.7.1(b)]. Il y a 
enfin un autre effet non linéaire évident dans l’interaction onde-particules résonnantes : 
puisque les particules w— sont accélérées et les particules w+ freinées, la fonction de 
distribution gp au voisinage de w = (wre/k,) tend à former un plateau, de sorte que 
Po(w = wre/kr) s’annule et la dissipation d'énergie disparaît. Cette modification de 
la fonction de distribution près de la vitesse synchrone à londe est ce qu’on appelle 
Veffet quasi linéaire de formation de plateau (cf. paragraphe 10.7.2]. Là aussi, les col- 
lisions vont intervenir, empêcher la formation d’un plateau en régime permanent et 
restaurer l'amortissement de Landau avec une fonction de distribution modifiée [cf. 
paragraphe 10.7.2(c)]. C’est en fait le scénario usuel dans le chauffage d’un plasma 
et/ou la génération de courant continu par les champs d’une onde électromagnétique 
produite par une source extérieure. Les détails des effets non linéaires, de l’effet de re- 
bondissement et de la formation quasi linéaire d’un plateau seront repris dans la section 
10.7. 


Revenons maintenant à la dynamique linéaire du plasma en remarquant 
que nous avons depuis le début de cette section supposé le plasma stable. 
Pour le vérifier, il faut revenir aux modes naturels donnés par (10.148) sous 
la forme w(k,) = wr{kr) +i w;(k,), et étudier le signe de wm:(kr) [cf. para- 
graphe 10.3.2 b)]. En général on ne peut le faire que numériquement, mais 
dans le cas très intéressant où le mode naturel w,,(k,) est faiblement crois- 
sant ou décroissant, c’est-à-dire |wmi(k,)| < |wmr(k,)|, des expressions 
analytiques explicites de w,,;(k-) peuvent s’obtenir comme nous allons le 
voir pour une fonction olw) arbitraire. 


10.3.4 Modes naturels faiblement croissants 
ou décroissants 


De manière générale supposons qu’on recherche des solutions D(k,,w) = 0, 
c'est-à-dire les w(k,), dans lesquelles on ait 


\wi(kr)| K |wr(kr)| . (10.162) 
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Un développement en série de Taylor de D(k,,w) donne : 


OD 
Dkr, wr + iwi) = D(kr, wr) FPES iwi + --- 


Ow w;=0 
= D,(kr,ur) +iD;(kr,ur) 


4 OD, a jOPi 
Ou, Ow, 


Wy =0 


| iw; + - - - (10.163) 


w;=0 


Dans les descriptions cinétiques des ondes D,(k,,w.) et D;(k,,w,) ne sont 
pas nulles, ni leurs dérivées par rapport à wp. Donc, au premier ordre en 
wi, D(kr,w) = 0 conduit a: 


OD; 


r\ Pry Wr] = wi =0 .164 
Dr(Rp, wp) — w als (10.164) 
et Sa 
tr; Wr i a = .1 
D;(kr,wr) + wi TAN 0 (10.165) 
Et w,(k,) est fourni par : 
ðD, OD; 7 
D, (kr, wr) x ier + Dilkr, wr) Aw, eer =0 (10.166) 
ji D;(k D,(k 
wi (ker) = —Dilkr, wr) = r (kr, Wr) (10.167) 
aD, aD, 
Owe ty, =0 wr |; =0 


Dans les cas les plus courants on trouve |D;(k,,w,-)| petit, de sorte que le 
second terme de (10.166) est d’ordre supérieur dans le développement, et 
|w;(k,-)| est du même ordre que |[D;(k,,w,)|, ce qui rend d’ordre supérieur 
le second terme de (10.164). Et D(k,,w) = 0 donne done de manière 
approchée : 

D,(kp, Wr) = 0 — w,(k,) (10.168) 


et 
—D;(kr, Wr) 


(æ 
Ow, D,=0 
Les équations (10.168) et (10.169) sont souvent utiles pour trouver de 


manière approchée les modes faiblement amortis ou instables à partir d’une 
relation de dispersion D(k,,w) = 0. En fait leur validité n’est pas générale : 


wilk) = (10.169) 
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les hypothèses et les approximations faites pour les obtenir doivent être 
examinées soigneusement pour s'assurer qu'on peut les utiliser (cf. problè- 
me P10-8). 

Cela étant, à partir de (10.148) et (10.147), on a : 


We > fig dw 


1 +o ĝhd 
s isz pf Fosa (10.170) 
k2 eg Uren 


et 


ky we, a Wyr 
Di(kr,ur) = > TA pe Jos (v = =) 


où l’on a introduit la fonction de distribution pondérée ÿ{(w) définie en 
(10.159). A partir de (10.168) et de la définition de la vitesse de groupe : 


dw,  —(9D,/ôk;r) 
pS Sree (10.172) 
9 dk, (0D,/Owr) |p =o 
on obtient : öp tn 
( =) sn ( =) (10.173) 
Ow, D,=0 Ug \ Ok D,=0 
On peut aussi montrer directement à partir de (10.170) que : 
oD, 2220 (02e | (10.174) 
Oke pese Ba de NO) ps 
ou OD 2/k 
( =) D A ee. (10.175) 
Our Jp 9 = Up — Lg k, 


En portant (10.171) et (10.175) dans (10.169) on obtient finalement : 
T à 
wi(kr) = 557 (up — Vg) Go(w = vp) (10.176) 
2|k,-| 
qui est valable dans la mesure où [w;| & |w,| ; on a supposé ici que la 


partie réelle de la fréquence w,(k,) avait été obtenue à partir de (10.168) 
et (10.170). 
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On voit que pour un ensemble donné de fonctions de distributions 
d'équilibre fso(w), l'instabilité (w; > 0) ou l'amortissement (w; < 0) dé- 
pendent du signe de la dérivée de la fonction de distribution pondérée à 
la vitesse de synchronisme avec la phase de l'onde et des valeurs relatives 
des vitesses de phase et de groupe de l’onde. Physiquement, le premier 
paramètre représente la différence entre le nombre de particules qui vont 
plus vite ou moins vite que l’onde ; il est donc relié à la puissance dissipée 
par effet Landau. Le deuxième est relié comme nous allons le voir au signe 
de l'énergie d’onde (onde à énergie positive ou négative). 


10.3.5 Énergie d’onde et puissance dissipée 
dans l’effet Landau 


L’analyse précédente montre que l’amortissement ou l’amplification faible 
des ondes sont dus à l'interaction de l’onde avec les particules synchrones 
de vitesse w = (w,/k,), [cf. (10.176)]. Un mode naturel w,(k,) est lui-même 
produit par les oscillations self-consistantes de toutes les autres particules 
[cf. la partie principale de (10.170) qui exclut les particules résonnantes]. 
Pour les ondes de petite amplitude, il est donc commode de considérer 
un système conservatif à une seule onde formé par toutes les particules 
de la fonction de distribution sauf les particules résonnantes. Le champ 
électrique d’une onde non amortie y est self-consistant avec la dynamique 
des particules non résonnantes. Dans ce système conservatif on a une den- 
sité (U) moyenne et un flux moyen (S) d'énergie de perturbation, comme 
on l’a vu en (10.153) et (10.154) avec ici (p) = 0. Mais d’autre part l'inter- 
action du champ Æ1 de londe non amortie et des particules résonnantes 
doit introduire une dissipation moyenne d’énergie (p). 

En suivant la même méthode d’analyse de la perturbation qu’au para- 
graphe 6.5.3 on a donc : 


(k) = ZE 
willie) = DE - (10.177) 
et : De 


où px est la (petite) densité moyenne de puissance dissipée pour les champs 
non amortis du mode naturel, et Uk, Sx sont les densités et flux moyens 
d’énergie dans le mode naturel non amorti. Rappelons que (10.177) et 
(10.178) se rapportent à des champs de types différents ; (10.177) sup- 
pose lw;(k,)| & |w,(k,)| et (10.178) correspond à |k;(w,)| < |k.(w,)|. En 
l’absence de dissipation on a pour le mode naturel : 


Sk = UgUk (10.179) 
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où vg, la vitesse de groupe, est aussi la vitesse d'énergie. On a donc : 


(10.180) 
Ug 


ki(wr) = 


et il suffit donc de calculer w;(k,). Nous allons maintenant calculer Uk, Sk 
et Pk- 


a) Modèle multifaisceaux de Dawson pour K_,(k,w) 


Pour séparer les particules résonnantes et non résonnantes on peut con- 
sidérer la fonction de distribution d'équilibre comme la limite continue 
d’un ensemble discret de fonctions de Dirac [113] (Fig. 10.12). Pour sim- 
plifier nous nous limitons dans ce qui suit au cas d’une seule fonction 
de distribution fo(w). Alors, on peut la discrétiser en posant de manière 
générale : 
+00 
fo(w) = Jo(ve)ô(w — vp) due (10.181) 


—co 


Comme on le voit sur la figure 10.12, cela donne une représentation de 
fo(w) comme constituée d’un grand nombre de petits faisceaux ayant cha- 
cun une distribution de plasma froid : 


fo(w) = ro6(w — ve) (10.182) 


=! 


| Aire = f,(v,)dw 


= 
0 Vp w 


Figure 10.12 : Simulation d’une fonction de distribution continue, fo(w), 
par un ensemble de faisceaux élémentaires f,(w). 
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avec : 
Nb = Nofo(w = w) dw (10.183) 


Pour un faisceau froid, la susceptibilité électrostatique (longitudinale) est 
[ef. (6.24)] : 

—w? 
(w — kup)? 


avec wè = (eny/meo). La permittivité longitudinale pour la fonction de 
distribution fo(w) assimilée à un ensemble de petits faisceaux est donc : 


Xzo(k,w) = (10.184) 


K,(k,w) Sie a =0 (10.185) 
b 


A la limite continue, vy — w et ny — no fo(w)dw, on obtient : 


= we fo(w) dw 
KL(k,w) = 1 er 
_ ,_“p f folw)dw 
= Ba (10.186) 


où w et k doivent être pris dans leurs DCA respectifs, et où la dernière 
intégrale à été obtenue après une intégration par parties. C’est exactement 
le résultat obtenu plus haut, (10.112) et (10.114) pour une seule espèce 
de particule, par une méthode complètement différente, la résolution par 
transformation de Fourier-Laplace des équations de Vlasov-Poisson. 

Pour les ondes faiblement amorties, on a vu dans la section 10.3.4 que 
la relation de dispersion est déterminée par (10.170), soit : 


fo dw 


me oe! (10.187) 


D, (krur) = Kir(Krwr) = 1 — ae 


On peut maintenant interpréter (10.187) comme la limite continue du mo- 
dèle multifaisceaux qui (en prenant la partie principale de l'intégrale) ex- 
clut les particules résonnantes autour de w = (w,/k,). 


b) Densité d’énergie des ondes dans un plasma 


Dans l’étude de la dynamique linéarisée des ondes sur un faisceau d’élec- 
trons, on a trouvé {cf. (6.53)] que la densité d'énergie moyenne dans l’espace 
ou le temps est donnée par : 


(10.188) 
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où l’on réécrit (6.53) sous la forme (10.188) pour faciliter le passage à la 
limite continue. 

En appliquant ce résultat à un petit faisceau, et en passant à la limite 
continue dans laquelle on représente la fonction de distribution d'équilibre 
d’un plasma d'électrons fo(w) par un ensemble de petits faisceaux non 
résonnants, on trouve pour la densité moyenne d’énergie associée à une 
onde de petite amplitude dans ce plasma : 


U = ol |, - Bp f7 fidw 
4 w 
ð ef o 
— | ->P — 10.18 
+ wr Ow, ( k2 I w- {r ( 9) 
= np Ao (10.190) 
4 1 Ow, Wr IS Dr G 


La dernière expression dans (10.190) est d’une validité beaucoup plus générale car 
elle s'applique aussi aux ondes électrostatiques dans un plasma placé dans un champ 
magnétique à condition de prendre la valeur appropriée de la permittivité longitudinale 
Kz (cf. par exemple [361]). Pour un diélectrique dispersif ordinaire (10.190) a été écrit 
pour la première fois par L. Brillouin ([114], [115]). 


On peut maintenant appliquer (10.189) aux ondes (k,,w,) satisfaisant 
la relation de dispersion (10.187). En utilisant (10.172)-(10.175) on trouve 
à partir de (10.187) et (10.189) 


U, = (=) col)? (10.191) 


Up — Ug 2 


qui a la même forme que pour les ondes dans un faisceau froid (cf. (6.64)], 
à ceci près que dans le plasma vp = (w,/k,) et vg = (dwr /dkr) doivent être 
déterminés à partir de (10.187). On peut montrer (cf. problème P10-9) que 
le flux d'énergie moyen dans la direction x est donné par : 


Sk = UgUk (10.192) 


c) Échange d’énergie onde-électrons résonnants 


Dans l’esprit de la méthode de perturbation décrite ci-dessus on con- 
sidère maintenant la dynamique (de perturbation) des petits faisceaux 
résonnants dans les champs imposés par londe non amortie produite 
par les faisceaux non résonnants. Le champ électrique de Ponde étant 
E(x, t) = Eo sin(k,z — wrt), le courant induit dans un faisceau est : 


Joy = —e(nyvi + VEN 1 ) (10.193) 
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où v(x,t) et n1(x,t) sont respectivement les pertubations de vitesse et de 
densité produites par Æ1(x,t). La densité moyenne de puissance échangée 
avec l’onde est alors : 


Pk = [Emh dw (10.194) 


où il est entendu qu’on a fait le passage à la limite ny — no fo(w) dw et 
vp — w. (Notons que l’on considère la limite d’une distribution continue 
de w parce que la vitesse de phase de l’onde est en général arbitraire.) 
On voit sur (10.194) que la phase relative de E1 et Jy, est importante. 
On doit donc déterminer Jy; avec des conditions initiales appropriées, puis 
calculer la moyenne spatiale (E1Ju1) de E1Js, et finalement prendre la 
limite asymptotique dans le temps de l'intégrale dans (10.194) pour obtenir 
une valeur py, indépendante des conditions initiales. 

Partant des équations linéarisées d’un petit faisceau froid, on a donc 
d’abord : 


Ov, dvi e ; 
ns — = —— — > : 
Er + Vp Ae m Posin(k,z wrt) pour t> 0 (10.195) 
= 0 pour ¢< 0 (10.196) 
any ðn | dv 
ar ag Vos (10:197) 


avec les conditions initiales : v1(x,t = 0) = 0 et n1(x,t = 0) = 0. La 
résolution de ces équations est facile et donne : 


—eE 1 cos(krx — wet) — cos k, (£ — vet 
vi(z,t) = =r a Be ee) = is aa AG (10.198) 
+ d T 


—eE 
nilz, t) = TETI UN 


ÿ cos(k,r — wrt) — cos k,(x — vit) — (wr — kp vp)t sin k,.(x — vit) 
(wr = krv)? 


(10.199) 


On remarque que le dernier terme de (10.199) est séculaire, c’est-à-dire 
croissant linéairement avec le temps ; cela vient du fait que dans (10.195), 
le terme d’excitation (le membre de droite) a la même variation périodi- 
que que la solution de l’équation homogène : c’est un terme d’excitation 
résonnante. C’est lui qui conduit à l'échange d'énergie. 
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On voit donc que la réponse des particules résonnantes est plutôt sin- 
gulière et semble remettre en question toute analyse linéaire de leur dy- 
namique. En fait, la moyenne de E; Jy; n’a pas de divergence et on trouve : 


eE? 2 d fsin(w, — kpup)t sin(w, — k,vp)t 

w, | Vb- = + = 

2 dup Wr — ky Up Wr — kr Ub 
(10.200) 


(Ey Jp1) = 


et avec (10.194) : 


€E7 + dfo sin(w, — krw)t 
ae dfo sin(w, — kw) 10.20 
Pr 2 “p "Tw Wr — krw h ( 1) 


On voit que (10.201) dépend du temps et contient pour toute valeur finie 
t une contribution significative de chacune des deux espèces de particules 
(résonnantes et non résonnantes). Mais lorsque t — ©, seules les particules 
résonnantes contribuent à l'intégrale (Fig. 10.13). 


sin(w, — k,w)t 


Pour t > ©, cette fonction — 15(w,— k, w) 


Figure 10.13 : Limite asymptotique temporelle de Vintégrand de la puis- 
sance dissipée, équation (10.201). La surface S du triangle ombré est la 
même que celle sous toute la courbe depuis —co jusqu’à +00. 


De manière asymptotique dans le temps on a : 


154 Théorie cinétique de Vlasov-Landau 


et finalement : 


eolE1 |? w? Wr dfo 


= 10. 
Pk 3 Te, Fu (10.203) 
w=(wr/kr) 
Pour un plasma avec plusieurs espèces de particules cela donne : 
col E1? r A 
Pk = olf ikl [—vp Go(w = vp)] (10.204) 


à comparer au résultat (10.161) obtenu pour une onde externe imposée. 
En utilisant la description (10.168)-(10.171) d’un mode naturel faiblement 
amorti, on trouve donc : 


1 
Pk = gero Krilkrwr) lE |? 


1 
= ger €oX Lily wr)| Er |? 


at 
z7 Lr (hr wr) Ei)? (10.205) 


avec Xr:(kr,w,) donné par (10.171). 


Il 


d) Amortissement de Landau et énergie d’onde 
En portant (10.191) et (10.203) dans (10.177) on trouve : 


we dfo 


wilk) = Sy =) du (10.206) 


W=Up 
qui est identique au résultat de (10.176) appliqué à un plasma constitué 


d’une seule espèce de particules. 
On peut voir que w;(k,) donné par (10.169) ou (10.177) donne : 


2 
De OL, 26 (10.207) 
4 Owe  x,-0 


qui résulte aussi de (10.190) calculé pour Kz, = 0. 

Pour conclure cette section, il faut noter que l’amortissement de Lan- 
dau a été obtenu dans la limite asymptotique temporelle. Cela rend 
évidemment discutable l’omission des collisions. Cela impose aussi de con- 
sidérer les effets aux temps longs des conditions initiales comme on Fa fait 
au paragraphe 10.2.1. Nous y reviendrons et reconsidérerons le processus 
de linéarisation pour les particules résonnantes. Mais auparavant, nous al- 
lons terminer l’étude de la dynamique unidimensionnelle de perturbation 
d’un plasma non collisionnel par l’analyse des modes naturels dans un 
plasma maxwellien. 


Dynamique électrostatique, linéarisée, à une dimension 155 


10.3.6 Ondes électrostatiques dans un plasma 
maxwellien 


Quand les fonctions de distribution d'équilibre des particules du plasma 
sont maxwelliennes on peut obtenir des expressions analytiques explicites 
de la relation de dispersion des ondes faiblement amorties (dans un plasma 
maxwellien toutes les ondes sont évidemment stables). Les ondes électro- 
statiques dans un plasma non magnétisé peuvent être séparées en deux 
familles : les ondes de haute fréquence (près de wpe), appelées ondes de 
plasma électroniques (ou oscillations de plasma, ou ondes de Langmuir, 
ou ondes de Bohm et Gross) dans lesquelles le mouvement des ions est 
négligeable ; les ondes de basse fréquence (en dessous de wpi), appelées 
ondes acoustiques ioniques (ou pseudosonores). Même quand l’amortis- 
sement de Landau de ces ondes est fort, on peut écrire leur relation de 
dispersion au moyen de fonctions spéciales qui ont été tabulées en détail. 


a) Ondes de plasma électroniques faiblement amorties 


Dans le domaine des hautes fréquences (w ~ wpe), on peut négliger le 
mouvement des ions, et on a seulement besoin de considérer la fonction de 
distribution à l'équilibre foe des électrons. Pour une maxwellienne à une 
dimension, on a: 

2 }9,2 
z _ expl-w”/2uf,] 


f Ge Ure ln 


avec Vre = (KTe/Me)!/2, et l'on voit sur (10.206) que |w;| décroit (exponen- 
tiellement) lorsque la vitesse de phase de londe vp = (wr /kr) devient bien 
plus grande que la vitesse thermique vre des électrons. Ainsi, en intégrant 
par parties (10.170) avec s = e, puis en développant en série de Taylor, on 
obtient : 


(10.208) 


we foe 
ee a rm 
2 2 
5 Qw 3 
s à = [ft ++ | a du 
2 w vz 
w2 20 3w? 
= je + Zaj = Las 4 (10.209) 
T Up Up 


où w et w2 désignent des moyennes prises sur la fonction de distribution 
foe. On peut voir que la série obtenue ci-dessus n’est qu’une série asymp- 
totique (cf. problème P10-10). En utilisant pour foe l'expression (10.208) 
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on a W = 0, w? = ve, W3 = 0, de sorte que, à l’ordre w3/v? 


wee 2 
Dina) wl s fi ME) (10.210) 
Ww. 


et la relation de dispersion approchée D,(k,,w,) = 0 s’écrit : 
we m wel + 3AB e) (10.211) 


où Àpe = Ure/wne est la longueur de Debye électronique. 

Le champ associé à ces ondes est le champ électrostatique qui dérive 
d’un potentiel : E1 = —(0¢1/0x) ou avec les transformées : FE, = —ik, dy ; 
les densités de particules chargées sont reliées à E) par les susceptibilités. 
On peut ainsi montrer (cf. problème P10-11) que la densité électronique 
oscille en opposition de phase avec $1, (ne1/nen) = —(kyADe)*(€¢1/KTe), 
tandis que la densité ionique, qui est négligeable devant celle des électrons, 
oscille en phase avec ¢1 : (ni1 /nio) = —Zi(me/mi)(ne1/ne0). C’est essen- 
tiellement la densité électronique qui produit le champ self-consistant £1. 
Ces résultats approchés sont les mémes que ceux qu’on obtiendrait par la 
théorie des plasmas froids. L’équation de dispersion est cependant modifiée 
de maniére importante par les effets d’agitation thermique. 

De (10.211) on déduit la vitesse de phase : 


= UTe 3 212 UTe 

= & + 1+ =kA x+ 10.212 

Up = kr ÀDe ( + 2 r be) krÀDe ( ) 

qui montre que i > Ure suppose |k Àpe| & 1. On peut aussi calculer la 
vitesse de groupe à partir de (10.211), soit : 

(=) (10.213) 


qui est, on le voit, bien plus petite que la vitesse de phase ; on voit aussi fcf. 
(10.191)] que ces ondes ont, comme on s’y attendait, une énergie positive. 
Sur (10.212) et (10.213) on remarque enfin que : 


Ug = 


dk 


mw Bn 2 
Uptg © BUT, 


En portant (10.208), (10.212) et (10.213) dans (10.176) on trouve le 


taux d’amortissement : 
3 v2 
exp 32 
UTe 


TEETE 


2 
x 88/2 T exp(—1/2k2Aþe) 10.214 
i E [pee + mel 


Te 
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C'est l'amortissement de Landau®. Si Pon définit une onde faiblement 
amortie comme ayant au moins cinq périodes d’oscillation pendant la cons- 
tante de temps d'amortissement, soit |w;| < w,/50, la condition d’amor- 
tissement faible (10.211) et (10.214) des ondes de plasma électroniques est 
Up > Avre OU krÀDe < 0.3 ; ce qui donne alors vg < (3vre/4) K vp. 

La relation de dispersion des ondes de plasmas électroniques est 
représentée sur la figure 10.14. La région des ondes faiblement amorties, 
correspondant à (10.211) et (10.214), est dessinée en trait plein. On y voit 
que la gamme de fréquence couverte est assez étroite, de wr = wp à environ 
wr = 1.2w,. Les arcs représentés en tireté sont ceux où w;(k,) et w,(k,) 
deviennent comparables. Ils sont déduits de la relation de dispersion exacte 
qui sera établie plus loin au paragraphe c). 


es) 4 
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Figure 10.14 : Relation de dispersion w(k,) pour les oscillations de plasma 
électroniques. 


Ii faut bien voir que notre analyse de ces ondes est basée sur l'équation de Vlasov 
non relativiste (10.93) et une maxwellienne non relativiste (10.208) comme fonction 
de distribution à l'équilibre. Cette fonction de distribution contient des particules sans 


aucun sens physique de vitesse supérieure à la vitesse de la lumière. Et donc, Pin- 
teraction onde-particules, qui est responsable de l’amortissement de Landau donné par 


6. Le facteur e 3/2 x 0.22 avait été omis dans l’article original de L. D. Landau ; il a 
été introduit par J. D. Jackson {116]. 
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(10.214), est une fonction continue et finie (quoique fortement décroissante) de la vitesse 
de phase (c’est-à-dire de la vitesse des particules résonnantes) quelle que soit sa valeur 
comparée à la vitesse de la lumière. On conçoit physiquement qu’une théorie relativiste 
du problème va montrer que l’amortissement de Landau est identiquement nul pour les 
vitesses de phase supérieures à la vitesse de la lumière ; une fonction de distribution 
fo relativiste correcte n’a en effet aucune particule de vitesse supérieure à c et donc 
une onde de vitesse de phase supérieure à c n’est en résonance avec aucune particule 
du plasma (cf. problème P10-12). 

Les oscillations de plasma électroniques et leur amortissement de Landau 
ont été étudiés expérimentalement ([118], [119]). Les mesures fournissent le taux 
d'amortissement spatial k; pour une onde de fréquenc réelle fixe wr. Pour |k;| < [krl, 
on a vu en (10.180) que w;(kr) = —vyki(wr), pourvu que |wi(kr)| & [wr-(k-)|, et on 
peut donc en déduire w;(kr). 

Certaines expériences ont été faites sur un plasma de dimensions transversales finies. 
La relation de dispersion pour kr inférieur à l’inverse de la dimension transversale est 
alors très différente de (10.211). Les mesures de l'amortissement de Landau ont été 
cependant faites dans des conditions où (10.211) était une bonne approximation. Nous 
arrêtons ici cette discussion des effets de dimensions transversales finies et renvoyons 
pour plus de détails le lecteur à [118] et [119]. 


b) Ondes ioniques faiblement amorties 


Aux basses fréquences, il faut tenir compte du mouvement des ions. Quand 
les deux fonctions de distribution à l'équilibre des électrons et des ions sont 
des maxwelliennes à une dimension, foe est donné par (10.208) et 


ie exp[—w?/2v2,,] 
í UTi V 27 


avec vri = (KT;/mi)!/2. Sur (10.176) on voit qu’un amortissement faible 
est maintenant possible pour vr; < (w,/k,)  vre pourvu que Te > 
T;. En calculant la partie réelle de la susceptibilité électronique pour 
(w,/kr) K vre, on obtient : 


(10.215) 


we fl 
Re[Xre(krswr)] ep f Ae du 
r kr 
5 1 


| 


w 
2 =a 10.21 
Ent. © BEX, Nous 


R 


La partie réelle de la susceptibilité ionique pour (wr/kr) > vr; peut aussi 
s'écrire de manière approchée : 


w2 fr. 
ReXzi(kr,wr) = — ee Do a dw 
r k 


Q 
| 


w k2u2. 
n (1 + oP) (10.217) 


T 
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où la dernière expression, obtenue par un développement comme dans 
(10.209), est à l’ordre (w;/v,)°. En utilisant (10.216) et (10.217) la partie 
réelle de la relation de dispersion (10.148) devient approximativement : 


1 w?, k2u2. 
D(k,u,) S 1+ oy - [143 10.218 
En égalant cette expression & zéro on obtient une équation de dispersion 
approchée pour les basses fréquences, valable pour vri  v, & Vre et avec 
Te > T;, soit : 


22 
2 ag kres 


FERME) 


heg FA (TERAS o (10.219) 


Lil 


où cs = (ZjKTe/m;)'/? est la vitesse acoustique ionique. En calculant dans 
les mêmes conditions la partie imaginaire des susceptibilités on obtient à 
partir de (10.171) : 


2 2. 2 
T w Ww. wr, —W 
Dilkr wr) © roje awe | 
(Kr, wr) 7 |k, TAE Fe + a v (sr) (10.220) 


et finalement, compte tenu de (10.169) : 


wilk)  _ —VT/8 (ES 


lw,| (1+#212,.)92 Mi 
PNA =F 7/20, 
—3/2 tte ite i 
RTE) (TE) 


Ce résultat peut aussi s’obtenir directement à partir de la formule (10.176). 
En examinant ces deux dernières équations on voit que le premier terme 
est dû à l’amortissement de Landau électronique, qui dans la limite 
(wr/kr) & Vre devient constant ; le deuxième terme est dû à l’amor- 
tissement de Landau ionique qui dans la limite (w,/k,) > vri décroit ex- 
ponentiellement, et d’après la relation de dispersion cela semble supposer 
ZiTe > T;. La relation de dispersion (10.219) a deux limites importantes, 
de propriétés très différentes, selon la valeur de (ky Ape) comparée à l’unité. 


(10.221) 


a) Ondes de plasma ioniques Pour k?A}4, > 1, mais k?A%,; < 1, 
(10.219) et (10.221) deviennent : 


wi ws (1 + 3k2X5;) (10.222) 
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wilkr) _ 7/8 | [Zime g A AET -1 
wel ~ [kràpel? Mi T, | “P\ 2A, 


(10.223) 
On voit que w,(k,) dans (10.222) a la dispersion d’une onde de plasma 
ionique, semblable à l’onde (10.211) de plasma électronique trouvée pour 
(wr/kr) > vre. Cependant, pour obtenir un amortissement faible (\w;| < 
lw,|/50) de cette onde de plasma ionique, il faut maintenant k,Api < 
0.3, ce qui avec la condition k,;Ape >> 1 impose des valeurs beaucoup 
plus grandes de (T./T;) ; par exemple, k-Ape = 3 demande T, > 1007;, 
krApe = 5 demande T, > 3007;, et k-Ape = 10 impose Te > 800T;. Des 
plasmas avec de pareils écarts de températures sont plutôt rares. 


B) Ondes acoustiques ioniques Pour k?A7,, < 1 (10.219) et (10.221) 
se réduisent à : 


w? a kc? ( + on - KaBe) (10.224) 
1/2 3/2 
wi Zime -3/2 { ZiTe — ZiTe 
Di vue ( m; ) G ( TS ET 
(10.225) 


Ce sont les ondes acoustiques ioniques (ou pseudo-sonores) essentiellement 
non dispersives. Si les ions sont des protons (Z; = 1), les termes d’amortis- 
sement de Landau électronique et ionique deviennent égaux pour (T./T;) & 
12. Pour (T./T;) > 15, l'amortissement de Landau ionique est négligeable 
et les ondes acoustiques ioniques sont faiblement amorties (|w;| < |w,|/50) 
seulement par les électrons . 

Les champs de ces ondes de basses fréquence acoustiques ioniques 
sont très différents de ceux des oscillations de plasmas électroniques de 
haute fréquence (cf. problème P10-11). Comme vp < Vre, la réponse 
(10.216) des électrons donne (ne1/Neo) © (e¢1/KTe) qui est une rela- 
tion d’équilibre quasi statique, appelée parfois réponse “adiabatique” des 
électrons. L’oscillation de densité des ions est d’ailleurs en phase avec 
celle du potentiel ¢, de londe. Elle est comparable (très légèrement 
supérieure) à celle de la densité électronique ; on a en effet (ni1/nio) % 
(1 + k2X4,.)(e¢1/KTe), de sorte que l’onde acoustique ionique est quasi 
neutre. Le champ électrique Æ1 y est produit de manière self-consistante 
par la légère différence entre les densités électronique et ionique. _ 

Pour les plasmas les plus courants, où les températures électroniques 
et ioniques sont différentes avec 15 < (T,/T;) < 100, les seules ondes de 
basses fréquences faiblement amorties sont les ondes acoustiques ioniques 
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(10.224) et (10.225) avec ky Ape € 1 : 


wr & +krcs (1+ +5 7+- TA) (10.226) 
| 1/2 
a] vip (= ami me) (10.227) 


La relation de dispersion de ces ondes est FREE sur la figure 10.15. 


wh 


— Ondes acoustiques ioniques faiblement amorties 
ses Ondes acoustiques ioniques fortement amorties 


Figure 10.15 : Ondes électrostatiques de basse fréquence. 
15 < (ZiTe/Ti) < 100 
À Ondes acoustiques ioniques faiblement amorties. 
B Ondes acoustiques et ondes de plasma ioniques fortement amorties. 


L'existence d'ondes acoustiques ioniques faiblement amorties a été 
vérifiée expérimentalement [121]. Là aussi, les expériences ont été faites 
dans l’espace, c’est-à-dire en excitant localement le plasma par une source 
monochromatique de fréquence w = w,. Les mesures fournissent k = 
kr + tk; pour wp donné. Il y a eu une grande controverse quand ces 
expériences ont montré, spécialement dans les cas où l’on a k; ~ kp, une 
décroissance non exponentielle des ondes aux grandes distances. Cela a été 
expliqué par une analyse théorique plus détaillée des expériences ({122], 
[123]). On a montré que l’excitation locale du plasma produisait, en plus 
des modes naturels, des modes balistiques qui dépendent fortement des 
caractéristiques précises de la structure d’excitation localisée. Pour plus 
de détails nous renvoyons le lecteur aux références [124] et [127]. 
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c) Modes naturels avec une fréquence complexe w(k,) 
quelconque 


De manière générale, quand la fonction de distribution d'équilibre est une maxwellienne, 
la susceptibilité (10.132) et son prolongement analytique pour des valeurs complexes 
arbitraires de w peuvent s’exprimer avec des fonctions spéciales bien connues et tabulées. 
écrivons donc maintenant la maxwellienne normalisée à une dimension sous la forme : 


exp(—w?/v2.) 


Ô = 10.228 
fso(w) Vis VT ( ) 
avec v2, = 2(KT./ms) = 2v2, La susceptibilité (10.132) s’écrit alors : 
wee d t food 
XLslkr w) = À - J fso < (10.229) 
Bred (i) Joo vi 


où nous avons utilisé le fait qu’il s’agit d’une intégrale de convolution ; rappelons que w 
est dans le DCA (w; > 0). En posant (w/vis) = x et (w/krurs) = €. cela peut s'écrire : 


w2 d 1 too e77? 
= ins al sae” (10.230) 
=S +00 _ 


ou Ci > 0 pour kr > 0, et Ci < 0 pour kr < 0. L'intégrale ci-dessus est la transformée 
de Hilbert d’une gaussienne ‘et, comme w; > 0, nous définissons les deux fonctions : 


g Causes Z+(¢.), pour kr > 0 
va L. T S “12 G ), pour kr < 0 (10.231) 


Leur prolongement analytique dans tout le plan complexe w s'obtient au moyen des 
contours de Landau représentés sur la figure 10.7 [cf. AE et (10.117)], soit : 


1 e`? 
aog f See -z/ i 


qui peut se relier à la fonction erreur [268] par la formule : 


44(¢,) = ivre $s [41 + erf(iç.)] (10.233) 


valable dans tout le plan complexe i On peut enfin relier cela & une fonction trés 


dx +i2/ne Ss (10.232) 


utilisée en physique des plasmas. Posons Çs = (w/|Kr|vts) ; alors pour kr > 0 S, = Çs 
et pour kr <0¢ = —Cs, et comme erf(—t¢s) = —erf(i¢s), on a: 


(sgn k ivre ss [1 + erf (i¢s)] 
(sgn kr)Z (Cs) (10.234) 


où (sgn kr) = kr/|kr| est le signe de kr. Z(¢s) est ce qu’on appelle la fonction de 
dispersion des plasmas ; elle est tabulée et discutée en [117].” Quelques-unes de ses 
propriétés importantes sont données dans l’appendice A10-1. D’après la relation ci- 
dessus la susceptibilité devient : 

-7 (Cs) 


1 
XLs = DREN, = EX, [1+ ¢sZ2(¢s)] (10.235) 


Z2(¢,) 


Il 


7. Une autre fonction utile et tabulée est la fonction erreur complexe W(¢) [270] ; 


Z(C) = ivrW(). 
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où le symbole prime sur la fonction Z désigne la dérivée par rapport à l'argument qui 
peut elle-même s’exprimer en fonction de Z (cf. appendice A10-1). Il faut remarquer que 
Z{£:) est une fonction non analytique de k, puisque s = (w/|k,|vzes). La transformation 
de Fourier inverse requiert donc l’usage de Z+ (¢,)- Cela serait évidemment vrai de 


manière plus générale si nous avions supposé k complexe ([60], [127]). 


Dans le domaine des hautes fréquences, en négligeant le mouvement des ions, on 
obtient pour l'équation de dispersion des modes électrostatiques : 


Dy (kr, w) = Krelkr,w) =1+ XLe(kr,w) 


1 
= 1-72 (ce) 
2k2X2, 
1 
= ł Sc Z(Ce)] = 0 10.236 
Frans Ss (e)] ( ) 


En revenant au cas des ondes faiblement amorties, on a |¢e| >> 1 et l’on peut utiliser le 
développement asymptotique de la fonction Z (cf. appendice A10-1) et (10.236) redonne 
(10.211) et (10.214) pour les solutions w(k-). Cependant, de manière plus générale, 
Z(¢) est une fonction entière de Ç qui ne se réduit pas à un polynôme. Et donc Z peut 
prendre n'importe quelle valeur complexe finie {sauf éventuellement une seule valeur), 
pour un nombre infini de valeurs de son argument ¢ (théorème de Picard [271], [272)). 
Donc pour toute valeur de kr (sauf peut-être une), on a un nombre infini de racines de 
l’équation(10.236); la valeur exceptionelle de kr est kr = 0 pour laquelle on a les racines 
w = wpe [125] ; (cf. aussi [273], [127]). 


A partir des propriétés de la fonction Z données dans |’ appendice A10-1, on peut 
montrer (cf. problème P10-13) que toutes les solutions de (10.236) ont Ime < 0 (comme 
on doit s’y attendre dans un plasma stable), que si Çe est une racine —¢? l’est aussi, 
et enfin que toutes les racines sont simples. comme nous l’avons déjà souligné plus tôt 
[cf. paragraphe 10.3.2a)}. La fonction Z a une singularité essentielle à l'infini dans le 
demi-plan complexe w inférieur. 


Quand on tient compte du mouvement des ions dans un plasma maxwellien 
électrons-ions, la relation de dispersion des modes électrostatiques s’écrit : 


Di kr,w) Ky (kr,w) = 1+XLe(kr,w) + XLi(kr,w) 
Ze) Z(G) 
2k2X2,  2k2X, 

1 
= ı [26e + 


| 2, 


ZiTe 


Fi z'ea] =0 (10.237) 


Pour |¢e| > 1 et |¢;| >> 1, ce qui permet d'utiliser le développement asymptotique de 
Z' (Ge) et Z(G), (10.237) redonne les oscillations de plasma électroniques faiblement 
amorties avec de petites corrections dues aux ions. Pour |Ce| < 1 et |G! > 1, on 
peut utiliser le développement en série de Z’(Ce) et le développement asymptotique de 
Z'(G:) ; (10.237) conduit à la relation de dispersion des ondes acoustiques ioniques de 
basses fréquences faiblement amorties (10.224) et (10.225) pourvu que l’on ait Te > T; 
et krÂpe < 1. Une analyse numérique de (10.237) pour Te > T; et pour Te & T; 
(quand les ondes de basses fréquences sont fortement amorties) est donnée dans [120]. 
Elle fait apparaître la multiplicité des racines. 
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10.4 Plasmas non magnétisés sans champ 


10.4.1 Formules générales 


Étudions maintenant la dynamique non collisionnelle d’un plasma dans un 
espace à trois dimensions pour les positions et trois dimensions pour les 
vitesses . On suppose que la fonction de distribution f,(w, 7’, t) de chaque 
espèce de particule (de masse ms, de charge qs) obéit à équation de Vlasov 
(10.1) et que les champs électromagnétiques E(?,t) et B(P,0) sont 
décrits par les équations de Maxwell (10.4) et (10.5). 

Dans un plasma non magnétisé sans champ électrique,on suppose qu'il 
n'y a pas de champ d’origine extérieure et que le plasma est globalement 
neutre en charge : 


Po — Sano f fodu = 0 (10.238) 
s 
et en courant : 
Jo = Y asno f W fso dw = 0 (10.239) 
s 


où nso est la densité, et fo la fonction de distribution normalisée 
d'équilibre des particules d’espèce s. On suppose enfin que dans son état 
d’équilibre le plasma est homogène, de sorte que fso = fso (W) est une 
fonction arbitraire de w. 

Les petites perturbations de cet état d'équilibre obéissent aux équations 
linéarisées : une équation de Vlasov pour les perturbations fsı des fonctions 
de distribution de chaque espèce de particule, soit : 


ôfai 1%. fsı 4 greo G 4 at x B: ) fso =0 (10.240) 
Ot oT Ms Ow 


et les équations de Maxwell pour les champs du premier ordre E et B : 


əBi 
VxE+—1=0 (10.241) 
at 
— 10E; — 
V x Bi — 35+ mh = 0 (10.242) 
> 
EV. Fy — P1 — (10.243) 


V-Bi=0 (10.244) 
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où la densité de courant du premier ordre est : 

R= Ya | Phadw=o (10.245) 
et la densité de charge du premier ordre : 


A= Sods | fadu =0 (10.246) 


Ces deux grandeurs sont évidemment reliées par l’équation de conservation 
de la charge. 

Comme nous ne nous intéresserons qu’aux modes naturels de petite am- 
plitude, nous avons négligé tout champ d’excitation d’origine extérieure. 
Dans le même esprit nous négligeons les conditions initiales et nous 
supposons que toutes les grandeurs du premier ordre varient comme 


expli k -F — wt). On peut donc transformer le système (10.240)-(10.244) 
et écrire le système d’équations algébriques : 


fa = tale (T + at x Bi). SE (10.247) 
w- k- wW dv 
=> > => 
k x Er -wB =0 (10.248) 
kx Bit SE +i (10.249) 
k Ei- pifieo =0 (10.250) 
k-B= (10.251) 


où (10.247) est la solution de (10.240) transformée et pı et J sont donnés 
par les mêmes formules (10.245) et (10.246) que précédemment pour les 
champs complexes. Le système (10.247)-(10.251) peut être résolu facile- 
ment ; en portant l'expression (10.247) de fsı dans la forme complexe de 


(10.245) on exprime R en fonction de E et Bi. En reportant cette expres- 
sion dans (10.249) on obtient avec (10.248) un système algébrique linéaire 
homogène pour déterminer les champs. En égalant à zéro le déterminant du 


système on obtient l'équation de dispersion D(F, w) = 0 dont les solutions 
sont les modes linéaires naturels du plasma. 

Nous étudierons dans le chapitre 11 la stabilité de ces modes pour di- 
verses formes des fonctions de distribution d’équilibre fe. Dans la suite du 


166 Théorie cinétique de Vlasov-Landau 


présent chapitre nous nous limiterons à l’étude des fonctions de distribu- 
tion d'équilibre isotropes, c’est-à-dire du type fso(W) = fso(w?). Comme 
nous le verrons au chapitre 11, dans des plasmas non magnétisés et sans 
champ électrique de telles fonctions de distribution isotropes conduisent 
à des modes naturels stables, et donc de tels équilibres sont linéairement 
stables. 


10.4.2 Distributions d'équilibre isotropes 
Quand les distributions d'équilibre sont isotropes, soit : 

foo(@) = folu?) = FÈ (10.252) 
ona: 


Ziso se 2280 ag (10.253) 
et (10.247) se réduit à : 


—igsnso/Ms afa FM 


= —ens0/Ms E 
fsı PEETA > OÙ c 
_ ee af? ow. E (10.254) 
7 — dw? l 
w— k : w 


qui ne dépend pas de Bi . En portant ce résultat dans la forme complexe 


ER 
de (10.245) on voit que T est relié à E; par un tenseur du deuxième ordre, 
soit : 


Ji = G( kw) - Ey = —iweoX( k w) - Ey (10.255) 


où © est le tenseur de conductivité et X le tenseur de susceptibilité. Nous 
utiliserons plutôt X qui d’après (10.245) (10.254) et (10.255) a pour com- 
posantes : 


vy = Sooke f uw os, 
tj = aa 
s g w- F- g Oe 
2 gei) | 
E ET EEE (10.256) 
Ww > 
s w-k-w 


On montre facilement (cf. problème P10-14) que, par suite de l’isotropie, 
X n’a que deux composantes XL(k,w) et Xr(k,w), ce qui donne : 


=z —> nd nt à 
X-E=XrE1r + X1E1r (10.257) 
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x = + ` 
où Eiz et E1r sont les deux composantes de E1 respectivement parallèle 
=> 
et perpendiculaire à k. Cela est normal puisqu’on ne peut construire à 


=> —— 
partir de k que deux tenseurs symétriques indépendants, à savoir k k 
et 6. On a donc en général pour un milieu isotrope : 


FF ee 
X= © XL(k,w) + | 6 — F2 Xr(k,w) (10.258) 
avec dans le présent cas (cf. probléme 10.14) : 
fo 
=e ee k- = ACL (10.259) 


FO 


Xp = 2 wps a (10.260) 


En revenant aux équations de re on oe compte tenu de 
(10.255), (10.257), (10.248) et (10.249) : 


— — => 
k x Er —wB, =0 (10.261) 
kx Bi +z = (KLEir + KrErr) (10.262) 
où : 
Kr =14+Xz(k,w) (10.263) 
Kr =1+Xr(k,w) (10.264) 


sont les permittivités longitudinale et transversale du plasma. D’après 
(10.261) et (10.262) on voit que les modes transversaux (champs perpen- 


diculaires à T) et longitudinaux (champs parallèles à F) peuvent être 
séparés. 


a) Ondes transverses électromagnétiques 


— 
Pour ces modes on a Eiz = 0 et donc il n’y a aucune perturbation de 


charge (p1 = 0) et les deux champs E et B; sont perpendiculaires à F, 
comme représenté sur la figure 10.16 . L’équation (10.262) se réduit à : 


> > UW — 
k x B1 + =KTEIT = 0 (10.265) 
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E, 
> 
A k 
B, 


Figure 10.16 : Ondes transverses électromagnétiques. 
(a) Disposition des champs. 

(b) Relation de dispersion pour un plasma froid : w(kr). 
(c) Relation de dispersion pour un plasma froid : k(w,). 


En éliminant B; entre (10.261) et (10.265) on obtient l'équation ho- 
mopène : 


2 
(nN? — KDE ie = 0 (10.266) 


avec N = ck/w. Les solutions non nulles (Eir # 0) doivent donc satisfaire 
la relation de dispersion : 


Dr(k,w) = N? — Kr(k,w) = 0 (10.267) 
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— 
Comme Er peut avoir en général deux composantes indépendantes per- 


pendiculaires à F, les ondes électromagnétiques transversales peuvent 
avoir n’importe quelle polarisation elliptique ou rectiligne. 
D’après (10.260) et (10.253) la relation de dispersion (10.267) peut 


s'écrire : 
c2k? w, FO 
a 
po 
Dir ps JZ (10.268) 
w — E 


où l’on a introduit les fonctions de distribution réduites à une dimension : 


FO (wu?) = J FO (w?) Paves 
ge > 


J FOR PEL — dw (10.269) 


le vecteur vitesse W ayant été séparé en deux composantes, l’une we = 
T ` , — TH =>. L\/L2 : : 
( k /k)wy parallèle, et l’autre Wp, = k x(W x k }/k* perpendiculaire 
à k (Fig. 10.17). 

Dans la limite des plasmas froids on a fO = = 6(W) et l’équation 


(10.268) redonne la relation de dispersion bien connue des ondes 
électromagnétiques : 


Êk? we ws 
rT ies ee et ae (10.270) 
sS 
soit : 
w? = wh + Êk? (10.271) 


Pour les valeurs k = k, de k cela donne aussi w réel et w > wp, c’est-à-dire 
une onde stable progressive pure [Fig. 10.16(b)]. Ces ondes ont une vitesse 
de phase supérieure à la vitesse de la lumière, (wr/kr) > c, et ne peu- 
vent donc être en synchronisme avec aucune particule dans un plasma de 
température quelconque. L'introduction d’une distribution maxwellienne 
non relativiste ferait apparaître dans (10.268) un faux amortissement de 
Landau. 

On peut aussi résoudre en k l’équation (10.271) pour une valeur réelle 
de la fréquence w = wr. Le nombre d’onde est alors réel pour wr > wp, 
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ce qui correspond à une onde progressive pure, et imaginaire pour w, < 
Wp, ce qui décrit une onde évanescente [Fig. 10.16(c)]. Pour wp = 0 on 
obtient ainsi ce qu’on appelle l’épaisseur de l'effet de peau (profondeur de 
pénétration) dans un plasma froid sans collisions pour les ondes de basses 
fréquences : 

RGO = Ż (10.272) 

Wp 

On peut obtenir la correction à cette formule dans un plasma chaud en 
évaluant (10.268) pour un plasma maxwellien puisqu’en pratique on peut se 
limiter à |w/kvze| & 1. En utilisant un développement limité de la fonction 
de dispersion des plasmas, on obtient alors (cf. problème P10-15) : 


(CEE) (es) com 


La profondeur de pénétration sans collisions varie donc comme (k;) ! ~% 
(w,)~ 1/3, C’est ce qu’on appelle l'effet de peau anormal , par opposition à 
l'effet de peau collisionnel normal qui varie comme (kj)~! ~ (w,)71/? (cf. 
problème P10-15). 


b) Ondes longitudinales électrostatiques 


Pour ces modes on a Er =0= B; , le champ électrique est parallèle à F, 
et il y a donc une perturbation pı de la densité. Les équations linéarisées 
(10.240) et (10.243) s'écrivent simplement : 


Ofe 5 ap Un y Lig Une _; (10.274) 
ôt r m Ov 
eV Bi -Yas | Jadu = pon (10.275) 


compte tenu de (10.246) et en ajoutant pext. On peut comparer ces 
équations des perturbations électrostatiques dans un plasma non magnétisé 
aux équations à une dimension (10.93)-(10.95) résolues en détail dans la 
section 10.3. 

En supposant nulles les conditions initiales et en admettant une 


Sy 

dépendance spatio-temporelle en expi(k, : 7 — wt), avec pour ces ondes 
= 

électrostatiques kr || Ej, ona: 


E= p, avec k? = kok (10.276) 


T 
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En suivant la même démarche que dans les équations (10.100)-(10.109) on 
trouve : 


tkpeg Ki (kr, w) Fy = Pext (10.277) 
avec : 
Kx (kr, w) =1+ X Xrs(kr w) (10.278) 
et : 
ae ae ee 
yg = f k (F0 O] (10.279) 
w— k- Ww 


comme on l’a trouvé en (10.259). Puisque w et ky, ont des directions 


relatives arbitraires (Fig. 10.17), il est à nouveau commode de séparer 


W en deux composantes, l’une parallèle, et l’autre (à deux dimensions) 


+ 
perpendiculaire à k, , et d'introduire les fonctions de distributions réduites : 


Évo(wx) = fio Pwk = Jis (u = Ez) dw (10.280) 


~ 
Wk E; k 


Figure 10.17 : Séparation du vecteur vitesse W en deux composantes wy 


~ —_ . . ` are, = 4: ` ad 
parallèle et wp, perpendiculaire à kp. E1 est parallèle à k, dans les ondes 
électrostatiques. 


En effectuant dans (10.279) les intégrations sur les deux composantes de 
wr, on obtient : 


ps 
XLs = 


2 too A(t) 
2 / dF so ae (10.281) 
k? Jœ Wk — (w/kr) 
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On remarque que (10.281) a la même forme que l'équation unidimension- 
nelle (10.132), à condition de remplacer dans cette dernière k, par le mo- 


dule du vecteur k [cf. (10.276)], fso par Fo, et w par we. Moyennant ces 
substitutions, tous les résultats précédents de la section 10.3 se généralisent 
facilement au cas des ondes électrostatiques dans un plasma. 

Tout d’abord, comme k, est ici une quantité positive, le prolongement 
analytique de (10.281) fait intervenir un seul contour de Landau, comme 
on le voit sur la figure 10.18, qui est le même que le contour de Landau 
T_ de la figure 10.7. Donc pour toute valeur complexe de w ona: 


w2 F’ (w ) 
ve. = -4e [EE du 10.282 
5 k2 r Uk — E x ( ) 


AE ee | 


Figure 10.18 : Contour de Landau I pour le prolongement analytique de 
XL(kr,w). 
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fonction Fo analytique en wz on a: 


ae f Ze dou) q we —i— Êh (ur = z) (10.283) 


XL(Kr; 
L(kr,w) = “oe e > 


K 


où l’on a introduit la fonction de distribution d’équilibre totale (pondérée 
par le carré de la fréquence plasma) : 


k) = X w2, Foo(we) (10.284) 


La relation de dispersion des modes électrostatiques est la même que 


(10.148), k, étant maintenant le module de Fr. Ses solutions donnent 
w(k.) = wr(kr) + iw;(k,) avec, pour les distributions d'équilibre isotropes 
étudiées ici, w;(k,) < 0, ce qui correspond à des modes propres stables. 
Une excitation extérieure à la fréquence réelle wre conduira à un régime 
permanent à cette même fréquence. D'après (10.158), où k, est le module 


de E et (10.283), la densité moyenne de puissance dissipée par un (faible) 
amortissement de Landau est : 


Eol E|? m Wre 
p) = lE z [wns CS] (10.285) 


Nous montrerons au chapitre 11 qu’il existe une classe importante de 
distributions d'équilibre anisotropes pour lesquelles on peut encore séparer 
les modes naturels en ondes transverses électromagnétiques et ondes lon- 
gitudinales électrostatiques. Les ondes électromagnétiques transverses ont 
une relation de dispersion très différente de (10.267), mais la relation de dis- 
persion des modes électrostatiques longitudinaux est identique à (10.148) 


à condition de considérer toujours k, comme le module de kr. Les on- 
des électrostatiques dans un plasma anisotrope peuvent être instables. 
Pour des ondes à faible taux de croissance ou de décroissance, c’est-a- 
dire |w,;(k,)| < |wi(kr)|, on trouve par un calcul analogue à celui de la 
section 10.3.4 que w, est donnée par : 


1 re & dur 
Dy (kr, wp) = 1— a? f We 2 (10.286) 
Pour un module donné de k,., la vitesse de phase est donc 
vp = (10.287) 
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La vitesse de groupe est en général un vecteur : 


=} 

_, Ow, —(OD,./Ok, )) 

Ve = = | 10.288 
3 dk, (OD, /Ow,) mh ( ) 


dont la direction peut étre trés différente de celle de k. Dans un plasma 


ax 
non magnétisé, comme w(k,) = w(kr) ona: 


(10.289) 


ca 
La vitesse de groupe est alors parallèle à k, . Le faible taux d’amortissement 
ou de croissance du mode propre devient : 

T Up — Vg 


wilkr) = STE 


Oo (wr = Up) (10.290) 


où Up et vg sont définis par (10.287) et (10.289). 
Enfin pour un plasma maxwellien électrons-ions on a : 


_ exp—w?/2v3,, 


fso = Wrs V2r): 
2 


avec s =e oui w? = W: W et vrs = (KT./m.)!/?. Les fonctions de 
distribution réduites sont données par (10.280) qui est la maxwellienne à 
une dimension (10.208) ou (10.215) avec w? remplacé par w?. Les résultats 


(10.291) 


de la section 10.3.6 où k, est le module de k se transposent donc directe- 
ment au cas d’un plasma non magnétisé. Ainsi pour w complexe arbitraire 
la relation de dispersion n’est autre que (10.236). 

Pour conclure cet exposé de la solution de Landau du problème des 
ondes électrostatiques dans un plasma uniforme, non magnétisé et sans 
champ d’origine extérieure, il faut remarquer que nous nous sommes fo- 
calisés sur les modes avec k réel et w complexe, qui correspondent à l'étude 
d’un problème à valeurs initiales dans un plasma infiniment étendu. Pour 
un plasma stable, il est aussi intéressant de considérer le problème avec 
conditions aux limites d’un plasma excité avec une fréquence réelle. Cela 
fait intervenir les modes avec k complexe et w réel et l’analyse des condi- 
tions aux limites. La deuxiéme partie de la publication de Landau [112] est 
consacrée à ce problème de l'excitation des ondes de plasma électroniques. 
Nous y renvoyons les lecteurs intéressés et n’en donnons pas ici les détails 
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mathématiques. Il faut aussi noter que la définition de conditions aux li- 
mites imposées à la fonction de distribution, fait apparaître des subtilités 
qui compliquent encore la solution de ce problème [130]. Pour le problème 
analogue de l'excitation d'ondes acoustiques ioniques à partir d’une source 
localisée, le lecteur peut consulter [121], [124] et [127]. 

Nous passons maintenant à l'étude des modes normaux de van 
Kampen-Case au sens de la théorie des distributions. 


10.5 Modes de van Kampen et Case 


Comme nous l’avons mentionné dans l'introduction de la section 10.3, 
N. G. van Kampen [128] et K. M. Case [129] ont introduit une technique 
mathématique différente de celle de L. D. Landau [112] pour résoudre le 
problème aux valeurs initiales du système des équations de Vlasov-Poisson 
linéarisées pour les perturbations électrostatiques. Alors que Landau s'était 
servi de la technique des transformations de Fourier-Laplace, décrite en 
détail dans les sections 10.3 et 10.4, van Kampen et Case ont utilisé une 
méthode de développement en modes normaux périodiques dans l’espace 
et le temps basée sur la théorie des distributions. Avant d'exposer cette 
méthode de résolution, ce que nous ne ferons que brièvement, il peut être 
utile d’en décrire la base physique. 

Pour simplifier, dans cette section nous n’étudions que les perturba- 
tions électrostatiques dans un plasma homogène non magnétisé et sans 
champ électrique d’origine externe [cf. section 10.4.1 b)] et la dynamique 
linéarisée de la fonction de distribution d’une seule espèce de particules. 


ss 
En supposant une dépendance spatiale en exp(ik, - T), en partant de 


(10.276), (10.280) et de la décomposition de W représentée sur la figure 
10.17, les équations de base (10.274) et (10.275) peuvent s’écrire : 


OF dF 
LL ikw + 2 =F, =0 (10.292) 
Ot m dwk 
+20 
ikreoE1 — q Fiduwx = 0 (10.293) 


où, en intégrant la transformée de (10.274), l’on a introduit la fonction de 
distribution perturbée réduite : 


Fy (wz, kr,t) = AP be duns =P (10.294) 


Ces équations doivent étre résolues avec la condition initiale (réduite) : 


Fi (wy, k,,t = 0) = Gi(we, kr) (10.295) 
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Rappelons qu’en effectuant une transformation de Laplace sur (10.292) 
on trouve [cf. (10.106) pour la dynamique à une dimension] que cette 
condition initiale engendre une densité de particules : 


+ iG (wr, kr) 
malku) = f RD (10.296) 


= 
En prenant la direction de k, selon Oz, la transformée inverse de n est : 


Rin(z, t) = e" Gi (wy, kr ew hr dw, (10.297) 


— OO 


Pour toute distribution Fo(w,), fonction continue de wg, on peut imposer 
une condition initiale pour une vitesse wy = u, c’est-à-dire une condition 
initiale du genre faisceau : 


Gi ~ lwp — u) (10.298) 
où 6() est la fonction de Dirac. On en déduit : 
Nin(z, t) ~ efkrreikrut (10.299) 


qui est ce qu’on peut appeler un mode à une particule. On voit que pour 
un k, donné, w, = kru est réel. De plus, comme u peut prendre toute 
valeur de vitesse de particule dans la fonction de distribution continue 
d'équilibre Fi(wx), ces modes forment un spectre continu. (Nous l'avons 
déjà remarqué dans la théorie cinétique des écoulements libres faite au 
paragraphe 10.2.(c).) Enfin, puisqu'ils peuvent être produits par de telles 
conditions initiales indépendantes, ce sont nécessairement des modes nor- 
maux. Les équations linéarisées de Vlasov-Poisson ont donc un spectre con- 
tinu de modes normaux avec des fréquences réelles pour les nombres d’onde 
réels. (Quand on tient compte de la densité collective et du champ self- 
consistant, il y a évidemment aussi en général un spectre discret de modes 
normaux.) 

À première vue il s’agit ici d’une solution très différente de celle de Landau, mais en 
fait c’est la même solution exprimée d’une manière différente. Pour le voir, considérons 
par exemple une distribution d'équilibre maxwellienne. Dans la méthode de Landau on 
a fait un prolongement analytique de nin(kr,w) et Xz(kr,w) en déformant le contour 
dans le plan wx (Fig. 10.18). Mais on peut aussi voir que l’axe réel w est une ligne de 
discontinuité—une ligne de branchement. Quand les solutions du probléme aux valeurs 
initiales sont exprimées en relation avec cette discontinuité on trouve, pour la maxwel- 
lienne Fo, qu'il n’y a aucun mode dans les deux demi-plans inférieur ou supérieur du 


plan w ; tous les modes sont dans un continuum sur l’axe réel (cf. problème P10-16). 
Les solutions de Landau ne se trouvent qu’en déformant la ligne de branchement dans le 
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Im Wk 


Re w, 
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d'intégration 


de branchement 


(b) 


Racine 
de Landau 
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de branchement d'intégration 
déformée déformé 


Figure 10.19 : Relations entre les méthodes de Landau et de van Kampen. 
(a) Ligne de branchement sur l’axe wr quand le contour d'intégration est le long 
de l'axe réel wx. 

(b) Déformation de la ligne de branchement dans le demi-plan inférieur w, faisant 
apparaître la solution de Landau. 


demi-plan inférieur w, comme représenté sur la figure 10.19. Nous donnons maintenant 
une présentation rapide des solutions mathématiques de van Kampen et Case. 

Éliminons d’abord E; entre (10.292) et (10.293) pour obtenir l'équation intégrale 
donnant F : 


OF aa 
LE +ikrwk Py + au f Fidw, = 0 (10.300) 
ot ish 
où l’on a posé : 
we df 
P 0 
— + — = H(wk, kr 10.301 
À ding (wk, kr) ( ) 


et (10.300) doit être résolue avec la condition initiale (10.295). En faisant l'hypothèse 
de van Kampen que F1 peut s'exprimer en termes de modes normaux de la forme : 


—iwrt 


Fy (wz, kr, t) Fy (wz, kr; wr)e 


Five rt = Fe hr eet (10.302) 


Il 


i 
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où Up = (wr/kr) est une valeur propre et Fiw une fonction propre, (10.300) devient : 


+00 
(Wk — Up) Fie = -u f Fiwdwk (10.303) 
00: 
En normalisant les fonctions propres Fiw par la condition : 
+00 
Î Fiuduwz = 1 (10.304) 
— 00 
cela devient 
(wk — Up) Fiw = -H (10.305) 


La solution de (10.305) doit être prise au sens de la théorie des distributions ([273], 
[274], [275]), de sorte que : 


EL = 
(vp — wk) 


où les intensités 7 des fonctions de Dirac (vp — wz) sont determinées par la condition 
de normalisation (10.304), c’est-a-dire : 


Fiw = (kr, vp) 6(vp — we) + HP (10.306) 


+00 
k 
I(kr, Up) =1+r | HORS. (10.307) 
oo Wk — Up 


A chaque valeur propre réelle vp correspond une intensité J ; ainsi les valeurs propres 
réelles vp sont dans le spectre continu et le continuum correspondant des fonctions 
propres (singuliéres) est donné par (10.306). On voit que le membre de droite de (10.307) 
semble (trompeusement) relié à la fonction de dispersion usuelle (10.278), avec (10.279), 
que nous avons obtenue par la transformation de Laplace. Cependant, comme l’axe vp 
réel est une coupure de branchement, le membre de droite de (10.307) pour vp complexe, 
soit vp = Ẹ, est une fonction analytique par intervalles [273], [274] dans le plan £ coupé 
le long de l'axe réel, et pour une distribution d’équilibre maxwellienne il ne s’annule 
ni pour €; > 0 ni pour é; < 0 (cf. problème P10-16). Ainsi, pour une maxwellienne 
Fo(w,), van Kampen a montré que toutes les valeurs propres vp sont réelles et dans 
un continuum, les fonctions propres correspondantes étant données par (10.306) avec 
(10.307). La solution générale pour la fonction de distribution perturbée est alors : 


+o l 
n= | C(kr, Up) Fiwe re! dup (10.308) 


co 


où le coefficient C(k,, vp) du développement dans le continuum est determiné par la 
condition initiale (10.295). Nous ne décrivons ici ni la détermination de C ni la discussion 
du caractére complet de (10.308), renvoyant pour cela le lecteur aux publications origi- 
nales [128] et [276] ; la seconde contient aussi la solution en modes normaux singuliers 
pour les ondes transverses dans un plasma isotrope, sans champs d’origine externe. 


K. M. Case [129] a généralisé l’approche de van Kampen sur deux points 
importants. Il s’affranchit de l’hypothèse d’une distribution d’équilibre 
maxwellienne (ou isotrope), et en introduisant un problème adjoint, établit 
les relations d’orthogonalité pour l’ensemble complet des modes normaux. 
Nous ne donnons qu’un bref résumé de ses résultats et signalons quelques 
applications. 


En supposant Fo(w;) arbitraire, on trouve qu’en plus du spectre continu, il y a 
aussi un spectre discret. 
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— Dans le spectre continu il y a: 
e des valeurs propres réelles vp qui ne sont pas des zéros de H : elles sont 
associées aux fonctions propres singulières (10.306) comme précédemment ; 


e des valeurs propres réelles vp qui sont des zéros de H mais pas de J : leurs 
fonctions propres sont : 


H 
Fiw = I 6(vp — wk) + (10.309) 
Up — Wk 


où le second terme est maintenant une distribution régulière (qu’on suppose 
localement intégrable), et J est toujours donné par (10.307) mais avec une 
intégrale où l’on n’a pas besoin de partie principale. 


— Dans le spectre discret il y a: 


e des valeurs propres réelles vp qui sont des zéros de H et I : elles sont 
associées a la suite discrète de fonctions propres : 
H 
Fie, = —— ; ñ=1,2... (10.310) 
Vpn — Wk 
En normalisant (10.304), les valeurs propres sont données par les zéros de 
la relation de dispersion : 


+00 H 
f —> dw; =0 (10.311) 


oo Wk — Up 


e des valeurs propres complexes vpn avec une suite discrète de fonctions 
propres de la même forme que (10.310), les valeurs propres étant les zéros 
complexes de la relation de dispersion (10.311). 


Comme les valeurs propres complexes sont conjuguées deux à deux, il leur correspond 
des modes instables. 

Case a remarqué aussi que les fonctions propres définies ci-dessus ne forment pas un 
ensemble orthogonal et qu'il faut donc construire un problème adjoint dont les fonctions 
propres soient orthogonales à celles déjà trouvées. L’équation adjointe est : 


Ə , , i +oo p 
— + tkpw, Fy + ikr HF\dw, =0 (10.312) 
Ot 2 
En posant : : . 
À = Five *rvet (10.313) 
et en imposant pour la normalisation des fonctions propres adjointes la condition : 
+00 
| HFiuduwx = 1 (10.314) 
—00 


on peut démontrer la relation d’ orthogonalité (cf. problème P10-17) : 


+00 
(tp — w f Fiw Fiwdwg = 0 (10.315) 


Le système adjoint a aussi des spectres continu et discret, le premier avec des valeurs 
propres réelles et le second en général à la fois des valeurs propres réelles et complexes. 
Pour plus de détails on consultera les publications originales [129] et [131]. 
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La solution générale pour la fonction de distribution perturbée peut 

donc s’écrire sous la forme : 
+00 
Fy = X. Cn(krs Upn) Fuge emt + C(ky Up) Five?! dup 
M — C0 
(10.316) 

où les coefficients du développement sont determinés par la condition ini- 
tiale (10.295) ; pour leur solution explicite on consultera [129] et [131]. 

La méthode des modes normaux de van Kampen-Case fut ensuite rapi- 
dement utilisée pour faire un calcul complet de l’impédance d’un conden- 
sateur plan rempli de plasma [132]. Mais d’un point de vue fondamen- 
tal théoriquement plus important, le système linéarisé de Vlasov-Poisson 
et son adjoint, établis par Case, forment un système (pseudo) hermi- 
tien dont on peut déduire des lois de conservation [133]. Celles-ci, ainsi 
que le développement de l’approximation de WKB pour les modes de 
van Kampen-Case [134], ont été récemment appliqués au problème de 
la conversion cinétique de mode dans les plasmas non homogènes [135]. 

Après cette brève description de la méthode de van Kampen-—Case à la 
solution du problème cinétique, sans collisions, linéarisé, nous terminons 
ce chapitre par un coup d’œil sur les effets des collisions et une description 
de la dynamique non linéaire d’un plasma. 


10.6 Effets collisionnels 


10.6.1 Collisions dans la dynamique linéarisée 


La description de Vlasov néglige les effets des collisions sur la fonction de 
distribution simple. Effectivement, nous avons déjà plusieurs fois remarqué 
que dans les plasmas chauds du type cinétique classique, les fréquences 
de collisions coulombiennes sont beaucoup plus petites que la fréquence 
plasma : (v/w,) ~ (noÀË,.) ! « 1. On peut donc, dans la dynamique de 
haute fréquence, considérer l'effet des collisions coulombiennes comme une 
perturbation. Cela ne veut pas dire qu’elles ne jouent aucun rôle. Et de 
fait, ’étude de la dynamique stationnaire aux temps longs des plasmas sta- 
bles doit évidemment tenir compte des collisions. Cela doit d’ailleurs étre 
fait soigneusement, car comme on l’a vu, la dynamique des ondes dépend 
des valeurs relatives de leur vitesse de phase et des vitesses des particules 
chargées (interaction résonnante vs. non résonnante) et les fréquences de 
collisions sont en général aussi fonction des vitesses des particules. La 
théorie cinétique des ondes en tenant compte des collisions de manière 
détaillée est un sujet complexe, qui sort du cadre de ce livre. Nous nous con- 
tenterons ici d'utiliser des modèles heuristiques très simples, pour étudier 
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succinctement les effets des collisions élastiques sur la dynamique des ondes 
de haute fréquence. 

Les méthodes de description cinétique d’un plasma prenant en compte 
les effets de collisions ont été introduites dans le chapitre 8. Nous nous 
intéressons ici principalement aux collisions élastiques coulombiennes (cf. 
chapitre 3). La théorie cinétique collisionnelle des plasmas sera discutée 
plus en détail au chapitre 13. Nous utilisons ici quelques modèles très sim- 
plifiés pour découvrir les principaux effets des collisions sur la dynamique 
linéarisée. 

La forme générale de l’équation cinétique pour la fonction de distri- 
bution simple f(W, t,t) n’est autre que (10.1) mais avec au membre 
de droite, au lieu de zéro, le taux de changement de fs dû aux coli- 
sions [écrit symboliquement (9f,/ôt)con]. En général (cf. chapitres 8 et 
13), (Ofs/Ot)con est un opérateur compliqué, non linéaire, qui fait inter- 
venir Jes fonctions de distribution de toutes les espèces de particules dans 
le plasma. 


10.6.2 Modèle simple de relaxation par collisions 


Dans le modèle ad hoc le plus simple de l'effet des collisions, on sup- 
pose que la fonction de distribution perturbée relaxe par collisions avec 
un taux v qui est une fréquence effective de collisions. Ainsi, par exem- 
ple, l'équation linéarisée à une dimension pour la fonction de distribution 
perturbée (10.93) devient : 

Of sl Of. sl df. s0 


qs E 
T tE TT = Vefe (10.317) 


Par transformation de Fourier-Laplace, et en négligeant pour simplifier les 
conditions initiales, on trouve : 


—iqs faolw) 
sl = = E 10.318 
fsi Ms w + iv, — kw ; ( ) 


[à comparer avec (10.103)] et la susceptibilité longitudinale (10.108) 
s'écrit : 


wps [7 figdw 
XLs(k,w) = A T. Di hu (10.319) 
(à comparer avec (10.109)]. En comparant ainsi ces résultats à ceux de 
la théorie non collisionnelle de Vlasov, on voit qu’ils sont identiques 
à condition de remplacer dans les résultats de Vlasov w par w + ivs. 
Mais alors, l'intégrale dans (10.319) n'est plus singulière pour k et w 
réels. Quand vs — 0 on peut appliquer les formules de Plemelj (10.146) 
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et obtenir immédiatement le résultat (10.147) pour X7.,. Le passage à 
l’amortissement non collisionnel (près de w = w,/k,) dépend du fait que la 
largeur en w de l’intégrand est determinée par la largeur du dénominateur 
résonnant (Aw = v,/k,-) ou par celle de fio qui pour une maxwellienne 
est (Aw = vrs). L’amortissement de Landau s'obtient quand la première 
est négligeable : (vs/kr) < vts, c’est-à-dire quand le libre parcours moyen 
des particules (distance moyenne parcourue entre collisions), Vts/Vs, est 
beaucoup plus grand que la longueur d’onde du champ (27/k,). Cela se 
comprend bien physiquement : pour que linteraction onde-particule soit 
dominante même en présence de collisions, il faut non seulement que les 
collisions se produisent sur une échelle de temps beaucoup plus longue que 
le temps d'interaction onde-particule (1/2, > 1/lyr|, où yz est le taux 
d'amortissement ou d'amplification de Landau), mais aussi que les par- 
ticules parcourent plusieurs longueurs d’onde avant de faire une collision 
(Vis/Us >> 1/k,). 

Bien que le modèle simple de relaxation (10.317) supprime les intégrales 
singulières du cas non collisionnel, ce n’est pas un bon modèle physique 
pour décrire les effets de collisions. En particulier le terme collisionnel du 
membre de droite de (10.317) ne conserve pas la densité des particules, ce 
qui est un défaut rédhibitoire pour représenter les collisions élastiques. 


10.6.3 Modèle BGK de collisions 


On peut y remédier en adoptant le modèle de collisions dit BGK (Bhat- 
nagar, Gross, Krook) [136] qui exprime la relaxation vers une distribution 
locale d’équilibre. En supposant une fréquence de relaxation v, constante, 
l'équation cinétique linéarisée, à une dimension, devient : 


Ô fs1 fsı qs dfso A 
E = P 10.320 
at +w Ox + Ms 4 dw vs( fsı n 1 fo) ( ) 
avec Nnsı = f feidw. Par transformation de Fourier-Laplace, et en 


négligeant les conditions initiales, on trouve : 


PONT EE CE 


PEN" s 321 
Ms wtiv, — kw wF ivs — kw fs fadw (10.321) 


fsi = 


et 


(10.322) 
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Pour une maxwellienne d'équilibre fo, il est relativement facile de montrer 
(cf. problème P10-18) que dans la limite des grandes longueurs d’onde 
(kw < wr) et pour un faible taux de collisions (vs < wr) la solution 
de la relation de dispersion pour les ondes de plasma électroniques donne 
approximativement (10.211) pour w,(k,) et : 


PAUSE -3 — yrp(k,) (10.323) 


où yzp est le taux d'amortissement de Landau électronique donné par 
(10.214) et vs = Ve est une fréquence de relaxation effective des électrons 
qui n’est pas donnée par le modèle BGK mais doit être déterminée par une 
analyse des processus collisionnels. On voit ainsi que l’effet des collisions est 
négligeable seulement si Vvs < 2yzp. Pour les ondes acoustiques ioniques 
faiblement amorties, comme on a vri < vp < Vre, la Comparaison entre 
l'amortissement collisionnel effectif et l'amortissement de Landau est très 
différente pour les électrons et les ions (cf. problème P10-18). 

La difficulté du modèle BGK est que la fréquence de relaxation n'y est 
pas definie à partir d’une analyse fine des collisions élastiques. Comme 
modèle pour les collisions “dures”, il peut s’appliquer aux collisions 
électron-neutre ou ion-neutre, car v, peut alors souvent être une constante, 
mais en général c’est une fonction v,(w) de w (cf. chapitre 3). On peut 
tenir compte globalement de cette variation dans le modèle BGK, et le 
résultat (10.323) pour les grandes longueurs d’onde est simplement modi- 
fié en changeant vs en f v,(w) fo(w)dw. 


10.6.4 Modèles de collisions du type Fokker-Planck 


Cependant, dans le cas de collisions coulombiennes, où v,(w) varie rapi- 
dement avec w (cf. chapitres 3 et 13), le modèle BGK ne représente pas 
correctement le fait que dans un plasma cinétique classique l'effet des colli- 
sions est produit par l'accumulation d’un grand nombre de collisions loin- 
taines à faible angle de déviation. On peut établir un modèle BGK pour un 
plasma électrons-ions [136b], mais il n’est pas valable quand il y a des forts 
gradients dans les fonctions de distribution des particules. Il faut donc en 
général utiliser un opérateur du type Fokker-Planck. Pour un plasma to- 
talement ionisé celui-ci peut s’obtenir à partir du système BBGKY, comme 
on le verra dans le chapitre 13. La forme générale de l’équation cinétique, 
en présence de champs électrostatiques, est alors : 


Of,  —, fs qs E Sh 
- .324 
ape tu > C(fs: fs) (10.324) 
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où le deuxième membre fait apparaître des termes de collision du type 
Fokker-Planck, soit : 


+ 7 of. s 
Cl fs, fs) = — — - (F1-5.5È) (10.325) 
Ow 

F est le vecteur force de frottement dans l'espace des vitesses et D le 
tenseur de diffusion dans ce même espace. Tous les deux sont des fonc- 
tions des fs où s/ désigne une espèce de particule chargée du plasma (y 
compris s). Cet opérateur conserve les particules, la quantité de mouve- 
ment, et l’énergie. Il fait aussi évoluer f, en accroissant l’entropie, avec 
une maxwellienne comme solution stationnaire pour fs. Nous l’étudierons 
plus en détail au chapitre 13. Nous nous contentons ici d’utiliser des formes 
simplifiées de C pour mettre en évidence les effets des collisions coulom- 
biennes sur la dynamique cinétique linéarisée que nous avons étudiée dans 
le présent chapitre. 

Un modèle à une dimension très simplifié et utile a été établi par 
A. A. Vedenov [137], en supposant que la fonction de distribution est 
maxwellienne dans un plan perpendiculaire à une direction caractérisant 
le problème étudié (par exemple, celle d’un champ magnétique externe 
intense). En particulier, pour la dynamique linéarisée des particules 
résonnantes, qui ont des vitesses élevées w >> Vte et dont le nombre est 
petit, opérateur de collision peut être linéarisé et l’on obtient : 


Ce = ~ ae) (us. + 5) (10.326) 
où v4, = (kT. /me) et 
v(w) = (2+ 20 2e (10.327) 
= e \°InA Neo IMA wpe 
AT GE) me vhe ae (nADe) aa 


où l’on a écrit l'opérateur de collision linéarisé (10.326) pour des 
électrons de grande énergie (dans la queue de la fonction de distribu- 
tion électronique) faisant des collisions avec les électrons et les ions du 
corps d’une maxwellienne. Bien que C, conserve les particules, il ne con- 
serve plus ni la quantité de mouvement ni l’énergie ; il conduit cependant 
à une maxwellienne stationnaire avec une énergie moyenne des électrons 
égale à (KT, /2). Le premier terme de (10.326) représente un frottement 
effectif (à une dimension) et le second terme une diffusion effective (à 
une dimension) ; v(w) est une combinaison des fréquences de collisions 
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électron-électron et électron-ion avec la dépendance typique en (1/w°) des 
collisions coulombiennes (cf. chapitre 3). 

Un autre modèle du type Fokker-Planck (encore plus simplifié) a été 
introduit par A. Lenard et I. B. Bernstein [138], mais d’une manière ad hoc 
pour étudier le problème de Landau en présence de collisions coulombien- 
nes. Dans ce modèle la fréquence de collisions est supposée constante, 
v(w) — Ve (à ne pas confondre avec ve du modèle BGK), de sorte que : 


Z ð 2 Ofe 
Crp = Ve Où (ur. + UT, a) (10.329) 


Ce terme de collision ad hoc conserve les particules, mais conduit à une 
décroissance de la quantité de mouvement moyenne des particules et 4 une 
relaxation de leur énergie à une même fréquence caractéristique donnée 
par la constante Ve ; il fait aussi relaxer la fonction de distribution vers 
une maxwellienne avec la même fréquence (cf. problème P10-19). Bien que 
physiquement ces diverses fréquences dussent être différentes (cf. chapitre 
13), le modèle (10.329) est utile pour mettre en évidence la différence en- 
tre les collisions coulombiennes et les collisions ordinaires (“dures”) dans 
le problème de Landau. Considérons donc l’équation cinétique à une di- 
mension, linéarisée, avec the terme de collision (10.329) : 
De, Ofer | op dha © 
ot Ox Me dw Ow 
Par transformation de Fourier-Laplace et en négligeant les conditions ini- 
tiales, on obtient : 


(us + 4%) (10.330) 


Ofer D 8? fer _ Eno 
dw Ou? me 


— iw — krw + ive) fer — Vew Ey fig (10.331) 
où l’on a désigné par v7.,ve = De le coefficient de diffusion effectif dans 
l'espace des vitesses. Cette équation différentielle peut en principe être 
résolue [138]. Cependant, pour les électrons résonnants w % Up > Vre 
et dans la limite presque non collisionnelle où le libre parcours moyen 
(vre/Ve) des électrons est beaucoup plus grand que la longueur d'onde 
(27/k,), l'effet dominant des collisions coulombiennes est dû à la dérivée 
d’ordre le plus élevé, c’est-à-dire au terme de diffusion. 


En négligeant donc les termes proportionnels à ve et en supposant que fo est 
presque constante pour w & vp, la solution approchée pour fe) est : 


T Rw, knw) olw) E (10.332) 


Jfar 
e 


ou 


CO 
R= f dr exp [e — krw)r — shRDer*| (10.333) 
0 
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est une fonction de diffusion résonnante pour w voisin de (w-/kr) = vp. On voit que 
pour ve —+ 0, et donc De — 0, R > i/(w — krw) qui est la fonction de résonance non 
collisionnelle. D'après (10.332) la susceptibilité électronique longitudinale est : 


Tr 


w2 e 
XLelkr,w) = — z f iRflo dw (10.334) 
— CO 
Pour toute valeur finie de De, elle est convergente pour tout w complexe. En fait, en 
examinant (10.333), on voit que R(w) est une fonction analytique de w de sorte que 
l'intégrale sur w dans (10.334) peut être effectuée sur laxe réel w même pour w = wr. 
Rappelons que la dissipation non collisionnelle (de Landau) se déduit de 
Im{Xz(kr,wr)]. On peut donc examiner R(w, kr, wr) = R(w, vp) pour déterminer quelle 
est la valeur de la fréquence de collisions qui fait paraître la dissipation de Landau. Les 
parties réelle et imaginaire de R(w, vp) sont représentées sur la figure 10.20. Le maxi- 
mum de Re[R(w,v,)] se produit pour w = vp et est donné par : 


°° 1 
Re[R(w =v)] = | d —-k? Der’ 
€ Vp > T. exp ( 3 ya ) 
r(1/3) 3713 
= (ap: ) (10.335) 


avec l(1/3) ~ 2.68. La largeur en w de R(w,vp) peut être estimée à partir du fait 
que l’intégrand de (10.333) décroît dans un temps caractéristique (k? De/3)7 13 = 7,4. 
Donc, pour k-(Aw) = k-|w — vp| > (1/tra), l’intégrand est rapidement oscillant et 
R — 0. Ainsi la largeur de R sur laquelle il est appréciable, de sorte que Re[R(w, vp)] 
soit pratiquement constant, est approximativement : 


1 1D,\1/3 
Aw & = | -— 10.336 
bs krTra G kr ) ( ) 


Ainsi, lorsque De — 0 la hauteur, donnée par (10.335), croît comme (1/De)!/3 tandis 
que la largeur, donnée par (10.336), décroît comme (De)!/3 ; on peut donc soupçonner 
que la surface au-dessous de Re[R(w, vp)] reste constante. Il est effectivement facile de 
montrer que : 


+00 z 
J R(w)dw = ei (10.337) 
et on peut en conclure que : 
lim RelR(w, vp)] = Tte — vp) (10.338) 


On voit que ce résultat est identique à la partie réelle de la fonction de résonance 
non collisionnelle pour w = wr. Et donc, tant que la largeur de Re[R(w, vp)] est faible 


comparée à échelle de longueur de fiw = Up), c’est-à-dire (Aw) & vre, (10.334) donne 

approximativement : 

kr _wpe 
T 

lkr] kg 


qui est identique au résultat non collisionnel (10.160).8 Ainsi, d’après (10.336), la con- 


Im[Xpe(kr,wr)} = — flg(w = vp) (10.339) 


8. On voit que Im[R(w, vp)] diffère très peu du résultat non collisionnel [P i/(w,—krw)] 
sauf dans un intervalle Aw, donné par (10.336), autour de w = up. Pour vp > we et 
(Aw) < vie cela a un effet négligeable sur RefXr.(kr,w-)] qui est donc pratiquement 
donné par (10.160). Les propriétés de dispersion des ondes de plasma électroniques 
données par (10.211) ne sont donc pratiquement pas modifiées par un faible taux de 
collisions. 
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Re [R(w, vp)l 


Figure 10.20 : Fonction R(w, vp) de diffusion résonnante en relation avec 
fr 
eo(w). 


dition de collisions assez rares pour que la dissipation de Landau se produise est 


3 1/3 
(24) <1 (10.340) 
rÜte 


qui est bien plus sévère que la condition (krvte/Ve) >> 1 obtenue par le modèle simple de 
relaxation par collisions. On voit que 7,4 = (k2De/3)—1/3 est le temps pendant lequel 
une particule donnée reste résonnante avec l’onde avant que la diffusion, due aux colli- 
sions coulombiennes, détruise la résonance. Par le même processus de diffusion, pendant 
qu’une particule sort de la résonance, une autre y entre et l’amortissement de Landau 
continue. Comme le temps où une particule peut rester résonnante est seulement Trd, 
l’amplitude de la perturbation de la distribution des particules résonnantes reste finie et 
proportionnelle à Tra. Dans le cas non collisionnel la fonction de distribution perturbée 
divergeait à la résonance parce que les particules restaient indéfiniment résonnantes. 
Ainsi avec des collisions même rares il y a moins de raisons de douter de la validité de 
la théorie linéaire des perturbations de petite amplitude. 
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Dans une analyse de perturbation des ondes de plasma électroniques à une dimen- 
sion dans un plasma maxwellien, faiblement amorties tant par les collisions que par effet 
Landau on obtient (pour vp > vte) : 


Ve 
wilkr) & —YLD(kr) — D (10.341) 


avec d’après (10.327) ve & v(w = vp) = (2 + Zi}vovë., /vÿ et yp donné par (10.214). 

On peut remarquer qu’en se focalisant sur la dynamique à une dimension, on semble 
avoir masqué un des plus importants effets des collisions coulombiennes, à savoir la diffu- 
sion angulaire—l’effet cumulatif des collisions lointaines décrit par le terme (10.325) de 
diffusion dans l’espace des vitesses. Ainsi, bien que Z;9(vre/w)? = vê dans (10.327) 
soit une fréquence effective de freinage des électrons rapides par collisions électron-ion, 
la fréquence des déviations angulaires (A8) électron-ion est 


ave/t = pels 


veilw, A0) = C ap sn? AG 


(10.342) 


Comme le domaine de résonance onde-particule est assez petit dans l’espace des vitesses, 
une collision à faible déviation est suffisante pour y faire entrer ou en faire sortir les par- 
ticules. La fréquence de collision pour ce recyclage des particules est approximativement 


vf */(A8)? qui est beaucoup grand que vf * et peut entrer en compétition avec (1/Tra) 
de l’analyse 4 une dimension. Comme nous le verrons, cela a aussi des conséquences 
importantes pour les effets non linéaires de piégeage des particules résonnantes dans 
l'onde. 

Remarquons enfin que pour les ondes acoustiques ioniques il est beau- 
coup plus compliqué d'analyser les effets des collisions coulombiennes avec 
les opérateurs de Fokker-Planck. Les deux types de collisions électron-ion 
et ion-ion sont importants et de manières très différentes. On pourra pour 
s’en rendre compte consulter [139], [124], [140], [141], et voir que le rôle 
des collisions électron-ion n’a été clarifié que récemment, dans la dernière 
de ces références. 


10.7 Effets non linéaires 


La théorie cinétique des ondes que nous avons développée était basée sur 
l’équation de Vlasov linéarisée. Bien qu’une telle linéarisation puisse tou- 
jours être justifiée pour des perturbations d’amplitudes infinitésimales, les 
limitations de cette théorie linéaire ne peuvent se comprendre qu’en con- 
sidérant, afin d’en évaluer l'importance, les effets non linéaires négligés 
jusqu’ici. La dynamique non linéaire des plasmas est un vaste sujet, qui 
dépasse aussi le cadre de ce livre ; nous ne ferons donc qu’aborder dans la 
section 10.7 l’étude des phénomènes non linéaires les plus importants dans 
les plasmas, en renvoyant le lecteur à l’abondante littérature sur ce sujet 
qui constitue à l'heure actuelle un domaine de recherche très actif. 
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10.7.1 Piégeage des particules 
a) Modèle non collisionnel 


Dans une onde électrostatique d'amplitude finie (non nulle) l'interaction 
résonnante onde-particule fait apparaître le phénomène non linéaire de 
piégeage. On y a déjà fait allusion dans la section 10.3.3 où nous avons 
donné une image physique de la dissipation non collisionnelle de Landau 
pour les perturbations de petite amplitude. 

La physique du piégeage peut se comprendre en considérant le mouve- 
ment à une dimension d’un électron dans une onde électrostatique donnée : 
E,(z,t) = Esin(k,r — wrt). En l’absence de collisions, les équations du 
mouvement d’un électron sont alors : 


dz 
er 10.343 
rk ( ) 


a = Esin (kpat — wrt) (10.344) 
Elles peuvent être intégrées exactement en termes de fonctions elliptiques 
de Jacobi [142], mais nous n’utiliserons pas ici ces solutions. Les résultats 
essentiels peuvent être décrits plus simplement en se référant à la figu- 
re 10.21 : considérons cette interaction onde-particule dans un repère se 
déplaçant à la vitesse de phase de londe vp = (w,/k,). Dans celui-ci la 
position de l’électron est x! = x — vpt et sa vitesse w’ = w — vp ; le 
champ électrique électrostatique peut s'exprimer à partir du potentiel, 
E; = —00/dx', où © = pcosk,x’ avec ¢ = (E/k,). Dans l'interaction 
onde-particule l’énergie totale de la particule doit rester constante. C’est la 
somme des énergies cinétique, m(w’)?/2, et potentielle, —eġ(cos k,x’ — 1), 
où l’on a placé le zéro (minimum) d'énergie potentielle à l’abscisse z’ = 
0 mod 2r. La conservation de l’énergie s’écrit donc : 


m{w'}? 


— ep(cosk,x" — 1) + 5 


=0 (10.345) 


Les orbites électroniques dans l’espace des phases (w’, x’) se rangent donc 
en deux classes separées par le cas critique où l'énergie cinétique de 
Pélectron est égale à l'énergie potentielle maximum : 


sm) = 2e¢ (10.346) 
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Figure 10.21 : Représentation dans le repère de l’onde. 


(a) Champ électrostatique E. 

(b) Potentiel ®. 

(c) Énergie potentielle de l’électron. 
(d) Orbites dans l’espace de phase. 


c’est-à-dire dans le repère du laboratoire : 


(w — v)? = 46 =v? (10.347) 
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qui définit ce qu’on appelle la vitesse de piégeage Vir : 


ed e E 
p= A] =>> 10.348 
x Me Me kr ( ) 


Les électrons dont l'énergie cinétique dans le repère de Ponde dépasse 
lénergie potentielle maximum due à l’onde sont les électrons passants ; 
ils naviguent sur le potentiel de l’onde, et leurs orbites sont continues dans 
l’espace des phases. Au contraire, les électrons dont l'énergie cinétique est 
inférieure à l’énergie potentielle maximum sont les électrons piégés ; ils 
oscillent autour des minima de potentiel de l’onde, et leurs orbites dans 
l’espace de phase sont fermées (au voisinage de ces minima). Les électrons 
satisfaisant la condition (10.346) suivent dans l’espace des phases une or- 
bite critique qu’on appelle la séparatrice ; ils sont plutôt singuliers car il 
leur faut un temps infini pour faire un tour d’orbite ; ces orbites critiques 
de transition sont extrêmement sensibles aux perturbations.’ 

Les solutions de (10.343) et (10.344) pour les cas extrêmes de ces 
deux classes de particules, c'est-à-dire les électrons passant rapidement 
ou profondément piégés (correspondant respectivement aux électrons non 
résonnants et résonnants), sont assez faciles à trouver et très révélatrices 
de la nature très différente de leurs dynamiques. En l'absence du champ 
un électron de position et de vitesse initiales £o et wo décrirait une orbite 
libre donnée simplement par z(t) = xo + wot. En présence du champ de 
londe on peut poser : 


x(t) = zo + wot + E(t) (10.349) 


où é(t) est la perturbation de position. En portant cette expression dans 
(10.344), et en supposant que l’électron est passant rapidement, c’est-à-dire 
|(w — up)t| > |€|, on trouve : 
2 

A N E sin(k,ro — wt) (10.350) 
où wh = wr — krwo est la fréquence de l’onde (déplacée par effet Doppler) 
vue par l’électron de vitesse wo. On voit ainsi que les électrons passant rapi- 
dement (non résonnants) ont une équation du mouvement linéaire ; la per- 
turbation de vitesse |d£/dt| = |eE/meuw.| est proportionnelle à amplitude 
du champ électrique—la méme que celle qu’on trouverait dans une des- 
cription hydrodynamique linéarisée. Au contraire, pour les électrons pro- 
fondément piégés (résonnants), c’est-à-dire wo — vp % 0, qui se trouvent 


9. Les orbites fermées dans l’espace des phases sont centrées sur des points elliptiques 
qui sont stables vis-à-vis des perturbations. Les séparatrices se coupent à des points 
hyberboliques qui sont instables vis-à-vis des perturbations. 
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près de k zo = 0 mod 2x, on trouve : 
dé _ eE 
de ~ 
qui est l'équation d’un oscillateur non linéaire. Pour |k, £| & 1 cet oscilla- 
teur est pratiquement linéaire avec une fréquence : 


E 1 
wg =4/kp— = PAT Le = EU (10.352) 
Me m 2 


qui dépend de la racine carrée de l’amplitude du champ électrique ou 
du potentiel de l’onde. Cette fréquence à laquelle les électrons pro- 
fondément piégés oscillent dans le potentiel de l’onde est appelée la 
fréquence de rebondissement.'° Contrairement à ceux qui passent rapi- 
dement, les électrons piégés (résonnants) ont une perturbation de vitesse 
Idé /dt| x E'/?. Ainsi, la dynamique non linéaire des électrons résonnants 
n’est pas analysable par le développement habituel en série de Taylor (par 
rapport aux amplitudes des champs), qui sous-tend la dynamique de petite 
amplitude. 

Comme l'amortissement de Landau fait intervenir la dynamique 
linéaire des particules résonnantes, on se rend compte maintenant qu’il 
ne peut se produire que sur une échelle de temps plus courte que le temps 
de rebondissement (27/wg) = Tg. (Remarquons que d’après (10.352) on a 
Tg x E~'/2, de sorte que ce temps devient plus long pour les champs de 
petite amplitude.) 

Une résolution non linéaire exacte des équations de Vlasov-Poisson 
pour une seule onde dans un plasma maxwellien a été faite [143]. Elle 
montre que pour des amplitudes de champ telles que l’on ait tg < 
TLD = 2r/|ycol, où yzp est donné par (10.214), une perturbation ini- 
tiale (régulière) dans le plasma n’a pas d’amortissement de Landau, mais 
qu’aprés la phase rapide de mélange des conditions initiales, son enveloppe 
oscille à la fréquence de rebondissement. Dans l’autre cas extrême, quand 
TLD X Tg, les champs subissent un amortissement de Landau (après la 
phase rapide de mélange des conditions initiales) pendant un intervalle de 
temps comparable à Tg ; après quoi les champs qui restent vont avoir une 
enveloppe oscillant à la fréquence de rebondissement. Ces deux situations 
sont representées schématiquement sur la figure 10.22. 


sin k,€ (10.351) 


10. On doit remarquer que le potentiel sinusoidal de l’onde au voisinage de son mini- 
mum est bien représenté par une loi quadratique, même pour des valeurs bien au-dessus 
du minimum tant qu’on ne s'approche pas trop du maximum. Or dans un potentiel 
parabolique, les particules de n'importe quelle énergie oscillent avec la même fréquence. 
Ainsi wg donné par (10.352) est aussi de manière approchée la fréquence de rebondisse- 
ment pour la majorité des électrons piégés, et pas seulement celle de ceux qui sont 
profondément piégés. 
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(a) |El 
Mélange de phase | 
des conditions initiales TF Rebondissement 
TE ee 
0 | TD t 
(b) IE] 


— Mélange de phase 
des conditions initiales 


— Amortissement de Landau 


Rebondissement À 


0 Tio 


Figure 10.22 : Solutions non linéaires pour une onde électrostatique [143]. 
Enveloppe du champ E 
(a) pour Tg < Tip, et (b) pour TLD < TB. 


Nous concluons de ce qui précède que l’amortissement de Landau ap- 
parait effectivement dans la solution non linéaire self-consistante pour 
une onde stable dans un plasma, pour des amplitudes telles que l’on ait 
Tp > TLp.'! D’après (10.352) et (10.214), cela peut s’écrire : 


1/2 4 _ 2 
( a ) < ( a ) exp | —® (10.353) 


KT. 27. 


Pour les ondes très faiblement amorties (u2 > vz.) cette condition est trés difficile 
à satisfaire sans que les amplitudes des champs nécessaires ne deviennent de l'ordre 
de grandeur d’un signal de bruit. Une onde linéaire instable, dans laquelle le taux 
de croissance dépasse l'amortissement de Landau et qui commence à croître à partir 


11. On peut remarquer que dans la procédure de linéarisation qui conduit 4 (10.93) on 
a négligé |3 fı /Ow| devant |dfo/dw|. Quand cela est evalué pour la solution linéaire pour 
fi, et pour les particules résonnantes w = vp, on trouve la même condition, c’est-à-dire 
DHR « 7 p Pour la validité de la linéarisation. 
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du bruit, va ultérieurement atteindre une amplitude pour laquelle il y a piégeage, et 
cela peut constituer un mécanisme efficace de saturation non linéaire quand il y a des 
interactions onde-particule presque résonnantes pour l’onde instable (voir les exemples 
discutés dans les chapitres 7 et 11). 


b) Effets des collisions 


La prise en compte de l’effet des collisions allège considérablement la con- 
dition (10.353). Comme on l’a vu dans la section 10.6.1, en présence de 
collisions coulombiennes un électron reste résonnant avec l’onde (c’est-a- 
dire piégé) seulement pendant un intervalle de temps plus petit que le 
temps de relaxation par diffusion tq = (k2D./3)~'/3. Par conséquent, 
pour Tra < TB on peut penser que les électrons résonnants vont diffuser 
par collisions avant d’étre piégés (mais qu’ils sont remplacés par d’autres 
électrons), et que donc l’amortissement de Landau linéaire continuera, tant 
que la condition (10.340) sera aussi satisfaite. D'après (10.352) la condition 
Tra € TB peut s'écrire : 


1/2 
ed 27 
= a 10.354 
(4) = (3k-Ure/Ve)*/8 ( a ) 


ce qui, avec (10.340), est beaucoup moins restrictif que (10.353). 

On peut aussi penser que le dépiégeage collisionnel des électrons se 
produit principalement par dispersion angulaire et pour vir < vp langle 
de diffusion pour le depiégeage est AO > V2(vir/vp)'/? qui est bien plus 
petit que 90°. Par conséquent, la fréquence de collisions effective pour le 
depiégeage par dispersion angulaire est : 


m/2 ; Up 
Vejs Svi | Kg) ~ (=) (10.355) 


où vy © (1 + Zi)2vo(UrTe/Vp)? est la fréquence totale électron-électron 
et électron-ion pour la dispersion angulaire à 90°. La condition pour que 
la dispersion angulaire empêche le piégeage est donc wg < Vers. Avec 
(10.352) et (10.355) cela donne : 


ed € (Up/vre) 


KT. 2k, Ure /VL 


(10.356) 


qui est encore moins sévére que (10.354). 

En tenant compte à la fois des effets collisionnels et non linéaires, on 
a donc enfin placé l'amortissement de Landau linéaire dans sa vraie pers- 
pective et établi solidement sa validité. 
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La résolution non linéaire de (10.330) avec ve = 3vo(vre/up)*, c'est-à-dire Z; = 1, 
et pour le champ électrique donné d’une onde sinusoïdale, de vitesse de phase vp > vre, 
a été faite dans [144]. Pour les grandes amplitudes, telles que l'inégalité (10.354) soit 
renversée, la fonction de distribution au voisinage de la vitesse de phase de l’onde 
devient plus plate que la maxwellienne, de sorte que le taux d'amortissement ~y de 
Tonde (imposée) est beaucoup plus faible que celui de l'amortissement de Landau LD 
de la maxwellienne. Nous n’entrerons pas dans les détails de la solution de ce problème 
non linéaire et donnons seulement le résultat (avec nos notations) : 


Ne ts, 8n (=) Ve _ 27 (ve/krvre) 


yp V2 


wR V2 (e¢/KTe)3/2 (10.357) 


Utr 


10.7.2 Paquets d’ondes et diffusion quasi linéaire 


Dans la théorie linéaire, la propagation d’un paquet d’ondes, formé d’un 
grand nombre d’ondes (Fig. 10.23), peut étre facilement traitée par su- 
perposition. Dans la théorie non linéaire le principe de superposition ne 
s’applique plus. Le traitement des interactions résonnantes onde-particule 
au second ordre par rapport aux amplitudes des champs, où les champs 
sont ceux de la théorie linéaire, conduit à la théorie dite quasi linéaire 
de cette interaction. Le principal résultat est qu’en présence d’un paquet 
d’ondes les particules résonnantes subissent une diffusion dans l’espace 
des vitesses. La théorie quasi linéaire des plasmas [145] a été développée 
initialement pour l’étude de la saturation des instabilités linéaires et elle 
supposait ab initio que les ondes avaient des phases aléatoires. Dans ces 
conditions on peut comprendre la diffusion quasi linéaire qui en résulte 
dans l’espace des vitesses. Cependant, la diffusion quasi linéaire peut aussi 
se produire pour des ondes ayant des phases cohérentes et elle est donc 
utile pour comprendre le chauffage des plasmas et la production en leur 
sein de courants par des sources externes cohérentes de puissance RF. 
Dans ce cas, apparition de la diffusion exige l’action d’un mécanisme 
de décorrélation qui peut être fourni par des collisions (lointaines) ou, de 
manière plus intéressante, quand les collisions sont rares, par une stochas- 
ticité intrinsèque dans la dynamique non linéaire. Nous allons décrire 
brièvement la diffusion quasi linéaire à une dimension dans chacun de 
ces deux cas et renvoyons pour plus de détails le lecteur à la littérature 
spécialisée. 


a) Approximation des phases aléatoires 


Quand les ondes du paquet ont des phases aléatoires l'interaction 
résonnante (w = Vp) onde-particule peut être considérée comme pro- 
duisant un changement de la vitesse quadratique moyenne des particules. 
Ce changement se produit pendant le temps où les particules résonnantes 
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Figure 10.23 : Paquet d’ondes cohérentes. 
Champ E(x,t = 0) et son spectre E(k) quand E est continu ou spectre de 
raies Ep quand le champ est périodique de période L. 


interagissent avec le paquet d’ondes (cf. Fig. 10.23), soit : 
—— = Tac (10.358) 


qui est le temps d’autocorrélation du champ vu par la particule résonnante. 
En supposant que pendant ce temps le changement de la vitesse quadra- 
tique moyenne est proportionnel à la moyenne quadratique du champ 
électrique, comme dans la théorie linéaire, on obtient : 


((Aw)?) = (2) (E?)72, (10.359) 


où le symbole () représente une moyenne spatiale. Si le temps entre deux 
“collisions” d’une particule et du paquet d’ondes est (At), on peut définir 
un coefficient de diffusion des particules dans l’espace des vitesses, soit : 
D = ((Aw)?) /2(At). Pour un paquet d’ondes aléatoire le temps de “colli- 
sion” est essentiellement At = 7,,. Par conséquent, on obtient une diffusion 
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des particules résonnantes dans l’espace des vitesses donné par : 


DE (au = en ee (10.360) 


pour w = Up. Le même résultat peut aussi s’obtenir en calculant (de 
manière quasi linéaire) le changement de la vitesse quadratique moyenne 
par un ensemble d’ondes de phases aléatoires (cf. problème P10-20). Pour 
que ce résultat soit valable on doit évidemment avoir : 


Tac € TB (10.361) 


c’est-à-dire que durant ce temps d’interaction les particules résonnantes 
ne doivent pas être piégées. En calculant tg = 27/wg pour un champ 
électrique quadratique moyen dans (10.352) on trouve que (10.361) exige 
soit un spectre suffisamment large soit une moyenne quadratique du champ 
suffisamment petite. 

Par suite de cette diffusion dans l’espace des vitesses la distribution 
moyennée dans l’espace des particules évolue selon l’équation : 


Af) _ 2, af) 
(Se). = By PAE Gay eae 


L’échelle de temps de cette évolution rw ~ (Aw)?/Dez doit être assez 
longue pour que l’on ait Tac K Te, et les champs électriques des ondes 
sont donnés par les équations de Vlasov-Poisson linéarisées, c’est-à-dire : 


SIERO? = al BRO? (10.363) 


où yk est l'amortissement ou le taux de croissance linéaire (10.176) du 
champ spectral. Clairement, on doit aussi imposer Tac & 1/4. Done Det, 
Yk, et Ex deviennent des fonctions lentement variables du temps et (10.362) 
et (10.363) décrivent leur évolution quasi linéaire. 

L’exposé heuristique et qualitatif de la théorie quasi linéaire 4 une dimension que 
l’on vient de faire peut être amélioré par une étude plus approfondie ([145], [146]) du 
système non linéaire des équations de Vlasov-Poisson moyennant les approximations 
décrites ci-dessus. On trouve ainsi, non seulement une diffusion résonnante, que l’on 
a décrite ci-dessus, mais aussi une diffusion non résonnante (pour cette distinction on 


renvoie le lecteur à [147]). 
On trouve que la diffusion résonnante quasi linéaire est décrite par le coefficient : 


2 
z Ki 2 _ 
Der =" (+) 5 LExl?6(wr — kw) (10.364) 
kZ0 
où l’on a supposé E(x, t) = DDA Ey(t) exp(ikx), et exprimé la moyenne spatiale () dans 


(10.362) par la formule (1/L oa dz) (cf. aussi problème P10-20). 
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On peut montrer que la description quasi linéaire conserve les parti- 
cules, la quantité de mouvement totale, et l’énergie totale. Une conséquence 
de la diffusion quasi linéaire donnée par (10.362) est que la fonction de 
distribution dans la région résonnante va asymptotiquement dans le temps 
devenir plate et donc y; — 0. Donc dans le cas à une dimension, les ondes 
instables résonnantes cessent de croître et les ondes stables de s’amortir. 
Pour les cas en deux et trois dimensions l’évolution quasi linéaire n’est pas 
si simple et nous renvoyons le lecteur à [148]. 


b) Ondes cohérentes et dynamique chaotique 


Pour les paquets d’ondes cohérentes, l'interaction non linéaire onde-parti- 
cule est beaucoup plus complexe. 

On peut s’en rendre compte en considérant le mouvement dans deux ondes 
électrostatiques à une dimension d’une particule chargée qui est en résonance de phase 
avec l’une des deux. Contrairement au cas d’une seule onde de la section 10.6.2 [(10.343), 
10.344)] qui est intégrable et donne des trajectoires bien definies dans l’espace de phase 
(Fig. 10.21), le cas de deux ondes est un problème non intégrable et le mouvement dans 
les diverses régions de l’espace des phases peut devenir chaotiquel? quand on fait varier 
les paramètres (amplitudes des ondes et vitesses de phase) [151]. 


Un problème plus simple et donc plus instructif est le mouvement d’une 
particule chargée dans un ensemble infini d’ondes électrostatiques, ayant 
toutes même amplitude E et même nombre d’onde k,, et de vitesses de 
phase en progression arithmétique, c'est-à-dire avec Vpn = nv, = n(w,/kr), 
n = entier. Les équations du mouvement sont alors : 


d 
= =w (10.365) 
+co 
= = = > sin(k z — nw,t) 
+co 
= Vsink,x S > 6(t-nT) (10.366) 


12. La dynamique chaotique dans un systéme conservatif (Hamiltonien) sans bruit, 
comme celui que nous considérons, se caractérise par des trajectoires dans l’espace de 
phase qui sont extrémement sensibles aux conditions initiales : deux points initialement 
voisins dans l’espace de phase divergent exponentiellement avec le temps. (Pour plus 
de détails cf. [149].) Tandis que les trajectoires intégrables dans le cas d’une seule onde 
sont des lignes (Fig. 10.21) et donc de dimension (de Hausdorf) dy = 1, la trajectoire 
chaotique dans le cas de deux ondes recouvre pratiquement une surface (1 < dy < 2) de 
Pespace de phase. On doit remarquer qu’une telle dynamique chaotique (envisagée pour 
la première fois par Poincaré [150]) est due à la non-linéarité intrinsèque du système et 
non pas à une quelconque force externe stochastique. La dynamique chaotique que l’on 
décrit ici est ce qu’on appelle une stochasticité intrinsèque. 


Effets non linéaires 199 


où l’on a posé : 
(gE/m)T =V (10.367) 


et T = 2r/w, est la période fondamentale. Comme ce problème 
est aussi non intégrable sa solution ne peut s’obtenir que par une 
intégration numérique complétée quand c’est possible par une analyse 
mathématique des résultats. Avant de décrire les résultats numériques 
(l'analyse mathématique sort du cadre de ce livre) considérons l’évolution 
dynamique de manière qualitative et physique. 

En regardant la première égalité dans (10.366) et en supposant E suf- 
fisamment petit, on peut représenter l'interaction de chaque onde avec 
les particules qui sont près de la résonance de phase, comme indiqué sur 
la figure 10.21. La situation totale est alors celle décrite de manière ap- 
prochée sur la figure 10.24 qui montre les raies spectrales associées à chaque 
composante du champ multi-onde, et les trajectoires des particules dans 
l’espace de phase. Pour une amplitude non nulle du champ EF, chaque com- 
posante du champ a une largeur de piégeage donnée par 2v,, où Utr est 
donnée par (10.348), et définit la trajectoire séparatrice au voisinage de 
la vitesse de phase pour cette composante du champ. Ainsi, en l’absence 
de collisions, et pour des amplitudes des champs assez petites pour que 
les séparatrices soient bien isolées, c’est-à-dire 2v;. < vp, on peut penser 
que les particules, qui sont près de la résonance de phase avec une compo- 
sante particulière du champ, ont une trajectoire piégée au voisinage de la 
vitesse de phase de celle-ci. évidemment, la présence de toutes les autres 
composantes perturbe ce mouvement piégé, comme d’ailleurs les trajec- 
toires passantes, mais on peut penser que la nature piégée ou passante des 
orbites n'est pas modifiée si les champs ont des amplitudes suffisamment 
petites. La trajectoire séparatrice fait exception, car comme on l’a vu dans 
la section 10.6.2, elle est très sensible aux perturbations. Pour les petites 
amplitudes de champs on trouve donc que, même si les trajectoires dans 
l’espace de phase au voisinage de la vitesse de phase de chaque composante 
du champ sont différentes des trajectoires produites par une seule onde 
(cf. Fig. 10.21), on a encore (en une dimension) des trajectoires bien 
définies piégées ou passantes, et seule la trajectoire séparatrice devient 
chaotique ; en particulier, les trajectoires proches de la résonance et de 
vitesses de phase voisines ne se mélangent pas. 

Quand l'amplitude du champ croît on peut imaginer que de plus en 
plus de trajectoires dans l’espace de phase deviennent chaotiques. Quali- 
tativement, on peut penser que lorsque l’amplitude du champ croît jusqu’à 
une valeur telle que les séparatrices voisines se chevauchent, c’est-à-dire : 


Quer > Up (10.368) 
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(a) 


(b) 


| kx 
Figure 10.24 : Particules chargées dans un système de plusieurs ondes 
électrostatiques cohérentes. 


(a) Spectre de Fourier dû à un champ E multi-onde, à une dimension, 
dans (10.366). 

(b) Trajectoires correspondantes des particules chargées dans l’espace 
de phase. 


la plupart des trajectoires deviennent chaotiques et peuvent errer dans tout 
l’espace de phase. La condition (10.368) est connue sous le nom de con- 
dition de Chirikov de recoupement des résonances [152]. Pour des champs 
dépassant la valeur donnée par (10.368) une particule chargée, partant 
avec presque n’importe quelle condition initiale, a une trajectoire qui au 
bout d’un temps assez long couvre pratiquement tout l’espace de phase 
inclus par les ondes. Ainsi, asymptotiquement dans le temps, les parti- 
cules vont être distribuées sur tout l’espace de phase des ondes. Dans ces 
conditions les diverses interactions onde-particule peuvent être considérées 
comme désordonnées, et on s’attend à ce que la dynamique des particules 
devienne pratiquement diffusive, comme dans l’approximation des phases 
aléatoires de la théorie quasi linéaire. 


La description qualitative ci-dessus est dans une large mesure confirmée par les cal- 
culs numériques des trajectoires exactes de ce problème. Ces calculs, qui doivent être 
faits avec une précision suffisante, sont grandement facilités par le fait que le nombre 
infini d’ondes peut s’exprimer comtne indiqué par la seconde égalité dans (10.366). Cela 
montre que le problème est équivalent à celui d’un oscillateur excité périodiquement 
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par une impulsion (un “coup”), ce qui peut se représenter par un schéma simple. En 
intégrant (10.365) et (10.366) depuis juste avant un coup (nT — €) jusque juste avant le 
coup suivant {(n+1)T—€], et en introduisant des normalisations convenables, krn = n, 
27 (wn/vp) = In et : 


27r(V/vp) = K (10.369) 

on obtient : 
In41 = In + K sin On (10.370) 
On+1 = On + In+1 (10.371) 


Ces équations constituent ce qui est connu comme “l'application standard” ou “appli- 
cation de Chirikov-Taylor” [153] ; ce schéma est un des principaux paradigmes utiles 
pour décrire la dynamique chaotique dans les systèmes hamiltoniens. Il faut noter qu’il 
représente la dynamique non linéaire complète d'un ensemble infini d'interactions onde- 
particule définies par (10.365) et (10.366). Comme c’est un schéma discret, périodique 
en 8 et J, il est relativement facile de calculer avec grande précision l’évolution dans 
l’espace de phase (7,8) à partir de n’importent quelles conditions initiales et en fonction 
de K. Cela est représenté sur la figure 10.25 pour quelques valeurs typiques de K qui 
illustrent quelques aspects importants de cette dynamique. 

Pour K = 0 [Fig. 10.25(a)] l'application représente un cas intégrable et l’espace de 
phase itéré est formé de points 13 sur des lignes droites à J constant ; d’après (10.370) 
avec K = 0 on voit que J est une constante du mouvement. Sur chacune de ces lignes 
droites, les conditions initiales (10,640) donnent 8» = 9 + nlo mod 2r de sorte que, 
si [o/2x est un nombre rationnel, le point initial sur la ligne revient sur lui-même 
après un nombre fini d’itérations, ce qui correspond à une trajectoire périodique sur 
ce qu’on appelle un tore résonnant ; et si 20/27 est un nombre irrationel la ligne va se 
remplir de manière dense quand l’itération continue, ce qui correspond à une trajectoire 
apériodique sur ce qu’on appelle un tore non résonnant. 

Pour les faibles valeurs de K [Fig. 10.25(b)] on voit que certaines conditions initiales 
conduisent à des courbes fermées de 8 = 0 à 9 = 2r mod 27, dites courbes invariantes. 
Elles représentent des trajectoires tracées sur des tores déformés (non circulaires) qui 
résultent de la perturbation des tores non résonnants K = 0. Ces tores déformés sont 
appelés tores de KAM 14 et si une trajectoire est sur un tel tore, elle y reste ; ces 
trajectoires sont dites réguliéres. D’autre part, si on perturbe la carte des trajectoires 
périodiques elle éclate en un ensemble de points alternativement elliptiques et hyper- 
boliques (cf. Fig. 10.21) ; une structure en ilot se forme au voisinage de chaque point 
elliptique et les mouvements piégés dans les îlots sont séparés des courbes invariantes par 
une séparatrice qui passe par les points hyperboliques. Les tores résonnants se brisent 
donc en un ensemble de tores internes. Les îlots représentent de nouvelles courbes in- 
variantes qui résultent de trajectoires qui sont régulières. Cependant, le mouvement au 


13. On voit que la trajectoire réelle dans l’espace de phase peut être visualisée comme 
tracée sur un tore dont la section poloidale a un rayon J, et où @ est l’angle poloidal. 
Le schéma de la figure 10.25 représente l’intersection des trajectoires avec un plan 
perpendiculaire au tore et à une valeur fixe de l’angle toroïdal. Sur cette surface, qu’on 
appelle une section de Poincaré, un point désigne une traversée par la trajectoire tracée 
sur la surface toroïdale. Toute l'information dynamique est contenue dans les points de 
la section de Poincaré. On voit qu'une ligne continue de 8 = 0 à @ = 2x sur la section de 
Poincaré représente une trajectoire continue sans point double, qui remplit de manière 
dense une surface toroïdale. 

14. D'après A. N. Kolmogorov, V. I. Arnold, et J. Moser qui ont montré les premiers 
que dans les systèmes hamiltoniens intégrables, pour des perturbations assez faibles il y 
a toujours une fraction finie de l’espace de phase qui contient des trajectoires régulières. 
Pour plus de détails cf. [149]. 
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Figure 10.25 : Application standard pour diverses valeurs de K. 


(a) K =0; (b) K = 0.5 ; (c) K = 0.5 près d’un point hyperbolique ; 
(d) K =1.0; (e) K = 4.5. 


Calculs effectués par Dr. A. K. Ram, Plasma Fusion Center, M.I.T. 
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voisinage des séparatrices est chaotique : un état initial sur une telle trajectoire va errer 
stochastiquement et remplir de manière dense un surface plutôt qu’une ligne. Cela se 
voit bien sur la figure. 10.25(c) qui est un agrandissement de la région du point hyper- 
bolique de l’îlot principal de la figure 10.25(b). On y distingue aussi clairement tout 
un ensemble d’ilots emboités qui résultent de la destruction des tores résonnants qui 
existaient pour des valeurs plus faibles de K. 

Lorsque K croît la dynamique que l’on a décrite se répète —de manière semblable— 
et une partie de plus en plus grande de l’espace de phase est recouverte de trajectoires 
chaotiques. Cependant, tant qu’il reste des courbes invariantes (tores de KAM) de 9 = 0 
à 0 = 2r mod 2r, les régions chaotiques restent confinées entre ces courbes invariantes 
et les trajectoires chaotiques ne peuvent pas errer dans tout l’espace de phase. 

Pour K = 1 {Fig. 10.25(d)], il n’y a plus de tores de KAM! et un état qui est 
initialement dans une région chaotique peut errer dans tout l’espace de phase. Mais, 
comme on peut le voir, une très grande partie de l’espace de phase est encore couverte 
par des chaînes de structures en îlot et les états qui en partent initialement suivent 
des trajectoires régulières. Quand K croît encore de plus en plus de chaînes d’ilots 
disparaissent et se transforment en régions de trajectoires chaotiques. 

A partir de la définition (10.369) de K, et de celle (10.367) de V, on trouve que K = 
(2rwp /w)? et d’après (10.352) la condition de Chirikov de recoupement des résonances 


(10.368) s’écrit simplement : 
2 
K> n x 2.47 (10.372) 


Effectivement, pour de telles valeurs de K la plus grande partie (mais pas la totalité) 
de l’espace de phase est chaotique [cf., par exemple, Fig. 10.25(e)] et les chaînes d’îlots 
qui restent n’occupent qu’une petite portion de l’espace de phase total. La plupart des 
états initiaux se trouvent maintenant dans une région chaotique, et leurs orbites vont 
ultérieurement couvrir, de manière dense et ergodique, tout l’espace de phase sauf les pe- 
tites régions qui contiennent des îlots. Dans ces conditions on peut de manière approchée 
admettre que la dynamique des particules dans l’espace des phases est diffusive. Pour les 
grandes valeurs de K il ressort de (10.370) que le changement de I(AIn = In41—In) est 
lui aussi grand (pour la plupart des @,,). Par conséquent, d’après (10.371) le changement 
de n mod 27 va devenir imprévisible dans la région chaotique de l’espace de phase. En 
considérant 0n comme aléatoire et sans corrélations entre les différents n (c'est-à-dire 
les instants différents), la diffusion de I est : 


2 2 
D) = Ken) ù = £ (sin? 0n) 
= as (10.373) 


où le symbole () désigne une moyenne temporelle, et comme on suppose Ôn aléatoire, 
on a (sin? ðn} = 1/2. En revenant aux variables non normalisées on obtient pour la 
diffusion dans l’espace des vitesses : 


([Aw(T)}?) _ 1 K? (2) a (257) 


Dw= = Ve =D 10.374 
(w) 2T T 4 (2r QL ( ) 


qui est identique au coefficient de diffusion quasi linéaire calculé dans l’approximation 


15. La disparition de la derniére courbe invariante se produit en fait pour des valeurs 
de K juste au-dessous de 1, K = 0.97... [154]. 
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des phases aléatoires (10.358)-(10.360) avec maintenant (EF?) — E?/2 et Tac = T.16 
Le résultat intéressant est que la dynamique chaotique qui résulte de l’interaction non 
linéaire des particules chargées avec des ondes cohérentes peut conduire à la même 
diffusion quasi linéaire que l'interaction des particule chargées avec des ondes ayant des 
phases aléatoires. 

En pratique les spectres des champs cohérents dans un plasma (produits par exem- 
ple par une excitation extérieure) sont des spectres de raies d'extension finie en vitesse 
de phase, comme représenté sur la figure 10.23. Des calculs numériques et analytiques 
[156] montrent que la dynamique des particules devient diffusive dans un intervalle fini 
de vitesses de phase pourvu que la condition de Chirikov de recoupement des résonances 
(10.368) soit satisfaite entre les spectres de raies voisins qui forment le paquet d’ondes. 
évidemment, comme le spectre total est d’étendue finie, la diffusion va se produire seule- 
ment dans la partie de l’espace des vitesses des particules qui est couverte par le spectre 
des vitesses de phase et où (10.368) est satisfaite entre les raies voisines contenues dans 
le spectre. On trouve alors que le coefficient de diffusion est approximativement celui 
donné par la théorie quasi linéaire [cf. (10.360) et (10.364)] et cela tant que les pas 
aléatoires produits dans l’espace des vitesses par la dynamique chaotique, sont plus pe- 
tits que l'étendue totale du spectre ayant le recoupement de Chirikov. Il faut d’ailleurs 
remarquer que les paquets d’ondes cohérents ont en général une extension spatiale finie 
£ = (2r / Ak) alors que les “collisions” périodiques d’une particule avec le paquet d'ondes 
se produisent à des distances L plus grandes (cf. Fig. 10.23). Le coefficient de diffusion 
est donc réduit d’un facteur (£/L). 


c) État stationnaire produit par la diffusion quasi linéaire 
et les collisions 


Nous terminons cette section sur les effets quasi linéaires en remarquant qu’aux temps 
longs il faut aussi considérer l’effet des collisions. Un équilibre entre la diffusion quasi 
linéaire et les collisions peut produire des états stationnaires intéressants de la fonction 
de distribution des particules. On peut ainsi bâtir des modèles utiles du chauffage et de 
la production de courant dans un plasma par des champs élecromagnétiques appliqués 
de l'extérieur et produisant dans celui-ci des ondes de plasma appropriées, dans un 
domaine choisi de vitesses de phase. On peut en effet écrire, symboliquement, pour la 
fonction de distribution (f} moyennée dans l’espace, l’équation : 


et un état stationnaire est obtenu quand (O(f)/dt) = 0. 

Pour le cas unidimensionnel des électrons dans des champs dont les vitesses de 
phase sont résonnantes avec les électrons de grande énergie (vp > vte), on obtient, en 
utilisant le terme de collision Fokker-Planck (10.326) de Vedenov, et (10.362) pour le 
terme quasi linéaire, l'équation stationnaire suivante pour (f) = fe(w) : 


ð Ofe ð Ofe 
PF [wy (ur. TED] + — Dor(w) a =0 (10.376) 


Ow 


16. Des calculs numériques de la diffusion 4 partir de l’application standard montrent 
que pour K très grand (beaucoup plus que (10.372) supposé par Chirikov) D = Dor. 
Cependant, pour des valeurs de K qui dépassent seulement de peu la valeur de Chirikov, 
D peut différer de Doz de près de +50% ; cela est dû à l’effet des corrélations résiduelles, 
et on renvoie le lecteur à [155] où ces effets ont été analysés. 
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où v(w) est donné par (10.327) et Doz(w) est l’expression 10.364. De (10.376) on 


déduit : 
Ofe = —vw fe 
ðw vue, + DeL 


(10.377) 


résultat dû à Vedenov [137]. Pour Doz = 0 cela donne pour fe une maxwellienne. Pour 
Daz # 0 on voit que la pente de fe, dans la région des grandes vitesses en résonance avec 
les champs, est plus faible que celle de la maxwellienne fe et donc que l’amortissement 
de Landau de ces champs est réduit. Si on considère Dg, comme produit par des 
champs dans le plasma résultant d’une excitation externe, l’état stationnaire décrit par 
(10.376) correspond à un gain d'énergie et de quantité de mouvement par amortissement 
de Landau des électrons de haute énergie en résonance de phase, tandis que ces électrons 
de grande énergie transfèrent par collisions de l’énergie et de la quantité de mouvement 
aux électrons moyens et aux ions. La densité moyenne de puissance dissipée peut donc 


se calculer à partir de : 
Foo 2 + 2 
p= | mw (2) = J mw (2) a 
= 2 ôt } con ee 2 ôt QL 
+00 
ð 
= -m f wDor ef dw (10.378) 


CO 
Ow 


co 


où la dernière expression s’obtient en utilisant pour (0f-/ôt)or le second terme de 
(10.376) et en effectuant une intégration par parties. On peut montrer (cf. probléme 
P10-21) que (10.378) n’est autre que l'expression habituelle de la puissance dissipée 
(10.203) intégrée sur le spectre des ondes. La densité de courant électronique produite 
dans le plasma est : 


+00 
J= -f wfedw (10.379) 


oo 


Dans (10.378) et (10.379) fe doit évidemment être la solution stationnaire définie par 
(10.377). 


N. J. Fisch a ainsi découvert qu’avec un Doz suffisamment grand dans 
leur spectre, des ondes progressives unidirectionnelles peuvent engendrer 
un courant électronique significatif dans un plasma, avec une puissance 
d'origine externe relativement modeste. Un tel courant peut donc être 
utilisé pour le confinement stationnaire de plasmas dans un tokamak!” 
[157]. Pour le voir simplement, considérons la solution de (10.377) soit : 


—w'y(w') s 
7) + Dor” 


fe(w) = C exp Í i (10.380) 


Pour Dor > v}-,v la fonction de distribution dans la région de résonance 


(soit w1 < w < we, avec w a 3.5vre) est pratiquement plate et se confond 


17. Le tokamak est une machine à plasma pour la fusion contôlée. Nous l’avons décrite 
rapidement dans la section 1.10. Rappelons qu’en plus du champ magnétique princi- 
pal toroidal, il faut aussi qu’il y ait un champ magnétique poloidal (beaucoup plus 
faible, mais très important pour le confinement) produit par un courant toroïdal dans 
le plasma. 
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avec la maxwellienne pour w œ% w1. On peut ainsi, à partir de (10.378) et 
(10.379), calculer la puissance dissipée et le courant engendré (cf. problème 
P10-22). évidemment, un calcul plus réaliste doit être fait dans l’espace des 
vitesses à deux dimensions, ce qui est beaucoup plus complexe et ne peut 
se faire que numériquement [158]. 

À ce jour (cf. tableau 1.2), les expériences, avec des ondes hybrides 
basses uni-directionnelles excitées à partir de l'extérieur du plasma!® pour 
créer un courant dans un tokamak ont produit jusqu’à 2 x 105 A [159]. Ce 
mode de “current drive” exige encore beaucoup trop de puissance, et pose 
d’autres problèmes de sorte que la route vers un tokamak fonctionnant en 
régime permanent n’est pas encore évidente. On a cependant trouvé que ce 
mode de production de courant dans un plasma de tokamak est utile pour 
modifier le profil de courant dans le plasma et supprimer ainsi certaines 
instabilités. 


10.7.3 Couplages non linéaires onde-onde et 
onde-particules. Ondes non linéaires 


La théorie quasi linéaire des paragraphes précédents décrit à l’ordre non 
linéaire le plus bas, l’évolution due aux interactions résonnantes onde-parti- 
cule de la fonction de distribution des particules. On suppose que les ondes 
sont données par la théorie linéaire, mais que la partie résonnante de la 
fonction de distribution des particules est modifiée par une diffusion dans 
l’espace des vitesses qui est quadratique par rapport à l’amplitudes des 
champs. Cependant, au second ordre par rapport aux champs la descrip- 
tion des ondes dans un plasma peut aussi être différente de la description 
linéaire. 


a) Couplage d’ondes cohérentes 


La forme la plus simple d’une telle modification non linéaire des ondes 
est le couplage résonnant d'ondes cohérentes . Au second ordre, il consiste 
en un couplage de deux ondes à une troisième. Par couplage résonnant 
on désigne, parmi tous les couplages conservatifs possibles de ce type, les 
processus dominants, qui satisfont les conditions : 


— => lh 
ky = ko + k3 (10.381) 


18. Le terme ondes hybrides basses pour la production de courant dans les tokamaks 
est utilisé de manière imprécise pour désigner des ondes de plasma électroniques quasi 
électrostatiques se propageant à un certain angle du champ magnétique qui confine le 
plasma (cf. section 1.7). Pour les plasmas de tokamak ce sont des ondes dans la gamme 
des microondes (1-10 GHz) qui peuvent être excitées (à la frontière du plasma) par des 
réseaux de guides d’onde alimentés par des générateurs externes. 
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Wy = W2 + w3 (10.382) 


où les ki(n = 1,2,3) sont réels et les wn = Wn (Kn) aussi réels et donnés 
par la relation de dispersions linéaire D(R ,w) = 0 des ondes faiblement 


amorties ou croissantes (c’est-à-dire D = 0 > w(Kn) = wn (Kn) — itt, (Kn) 
avec [val € |w,|). Rappelons que dans la théorie linéaire, chaque onde 


w(K) peut être excitée indépendamment de toutes les autres ondes pos- 
sibles. Cependant, de manière non linéaire, l’excitation d’une onde peut 
conduire à transférer son énergie à d’autres ondes avec lesquelles elle est 
résonnante au sens de (10.381) et (10.382). La description la plus sim- 
ple d’un tel couplage non linéaire se trouve en supposant que la faible 
non-linéarité produit une variation lente (dans l’espace et le temps) des 
amplitudes des champs linéaires, en faisant ensuite une itération dans les 
équations dynamiques non linéaires (hydrodynamiques ou cinétiques) et 
en calculant les amplitudes lentement variables non linéaires jusqu’au se- 
cond ordre ; cf. par exemple [160], [161] et [361]. Pour des couplages non 
linéaires conservatifs on obtient ainsi [361], [162] : 


Lia = pı Kazaz (10.383) 

L2a2 = -po K* a103 (10.384) 

L3a3 = —p3K* a103 (10.385) 

où L, est l'opérateur de variation lente (agissant sur les paquets d’ondes) : 
Ly = 2 +m V+Un (10.386) 


où Ugn est la vitesse de groupe et vn le faible taux d'amortissement ou 
de croissance du mode linéaire ; les an = an( T ,t) sont les amplitudes 
lentement variables des champs, normalisées par commodité à des den- 
sités d'action, en posant |an]? = |(U)n|/wn = Ren où (U}n est la densité 
moyenne d'énergie d'onde. Sans perte de généralité, on a aussi supposé 
Wn positive et p, = sgn((U}A), c’est-à-dire +1 pour une onde d'énergie 
positive et —1 pour une onde d’énergie négative ; K est la constante de 
couplage non linéaire pour une non-linéarité conservative du second ordre : 
elle est en général fonction des polarisations des ondes qui sont couplées. 

Pour un plasma non magnétisé, homogène et isotrope les conditions 
de résonance peuvent être satisfaites dans le couplage entre les ondes 
transverses électromagnétiques (em), et les ondes électrostatiques [oscil- 
lations de plasma électroniques (pe), et acoustiques ioniques (ai)] , mais 
aussi dans le couplage entre trois ondes électrostatiques [(pe) et (ai)]. Cela 
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est représenté sur la figure 10.26 pour le cas unidimensionnel. On voit 
qu’en une dimension les conditions de résonance sont satisfaites quand les 
trois ondes, sur leurs relations de dispersion linéaires w,(k,), se trouvent 
aux sommets d’un parallélogramme dont un sommet est à l’origine. Plus 
généralement, en deux dimensions, les relations de dispersion pour les on- 
des em et pe sont des paraboloides dé révolution autour de laxe w et les 
ondes ai sont pratiquement sur une surface conique. Bien sûr, l'hypothèse 
d’un faible amortissement restreint l’étendue en k des ondes pe et ai de 
sorte que leur amortissement de Landau soit petit. On voit aussi que les 
formes des surfaces de dispersion em et pe excluent la possibilité que les on- 
des soient toutes trois em ou pe et satisfassent les conditions de résonance ; 
cela est par contre possible pour la partie de grande longueur d’onde de 
la relation de dispersion des ondes ai. Enfin, tous les triplets d’ondes qui 
satisfont les conditions de résonance ne sont pas nécessairement couplés 
car pour certaines directions de propagation et polarisations des ondes la 
constante K de couplage non linéaire peut étre nulle. 

Il y a une grande variété de situations physiques de couplages d’ondes 
non linéaires pour lesquelles (10.383)—(10.385) ont été résolues ([361], [162], 
[163]). En particulier, ces équations donnent la description la plus simple 
des instabilités paramétriques qui jouent un rôle important dans les interac- 
tions laser-plasma pour la fusion par confinement inertiel (cf. par exemple 
[164]). Beaucoup des interactions non linéaires peuvent être découvertes 
à partir des équations de conservation du type Manley-Rowe satisfaites 
par (10.383)-(10.385). Ainsi, pour tout vn = 0 on peut montrer (problème 
P10-23) que l’on a: 


d 

a Pie + paNx2) = 0 (10.387) 
et : 

d 

qg PN + p3Nx3) = 0 (10.388) 


ot Nin = f Nknd?r est l’action totale, et où l’on a supposé que la den- 
sité d’action est nulle à linfini, c’est-à-dire Nyn( T — 00,t) = |an( F — 
oo, t)|? = 0. De (10.387) et (10.388) il résulte que dans l'interaction entre 
trois ondes d'énergie positive, si seule londe de haute fréquence est ini- 
tialement excitée, elle va transférer son action aux deux ondes de basse 
fréquence, et cela est donc réversible dans les interactions continues, in- 
finiment étendues. D’autre part, si Ponde de haute fréquence est d'énergie 
négative les trois ondes peuvent croître indéfiniment (c’est ce qu’on ap- 
pelle une instabilité explosive car elle peut se produire au bout d’un temps 
fini, cf. par exemple [165]). Dans l’espace et le temps, et pour des paquets 
d’ondes bornés, ces interactions avec transfert d’action ont des seuils précis 
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(e) 


k 


Figure 10.26 : Couplage résonnant à trois ondes. 
Triplets possibles d’ondes satisfaisant les conditions de résonance (10.381) 
et (10.382) de couplage non linéaire. 
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qui font apparaître un échange de soliton entre les paquets d’ondes ; les 
solutions exactes de (10.383)-(10.385) peuvent s’obtenir par les techniques 
de résolution des problèmes inverses ({166], [162]). 

Quand londe de haute fréquence est instable (vı < 0), et les deux 
autres amorties (v2 > 0,v3 > 0), toutes trois étant d'énergie positive, 
les solutions de (10.383)-(10.385) peuvent évoluer vers le chaos. Quand 
la propagation spatiale peut être négligée (c’est-à-dire vg : Van = 0) le 
déphasage (w, — w2 — w3 # 0) peut saturer l'instabilité et l'interaction 
à trois ondes suit une route vers le chaos avec doublement de la période 
[167]. Quand on tient compte de la propagation spatiale Vinstabilité dans 
l’onde de haute fréquence est couplée vers les courtes longueurs d’onde, 
et l’état saturé de l’ interaction à trois ondes fait apparaître un chaos 
spatio-temporel [168]. 


b) Couplages d’ondes dans la limite des phases aléatoires 


Dans l’approximation des phases aléatoires, où l’on suppose que les phases 
des ondes sont distribuées aléatoirement, l’interaction à trois ondes a une 
description statistique. C’est aussi habituellement le cas dans l'interaction 
entre un grand nombre d’ondes excitées, comme cela a été expliqué pour 
la première fois dans [169]. L’interaction d’un seul triplet de telles ondes 
est donnée dans [170], [161] sous la forme (problème P10-24) : 


Line = pal Ka (panxonxs — poner nes — psnxiNk2) (10.389) 
Lonxo = —p2|Kof?(pinxonxs — PanxiNks — PaNx1Nk2) (10.390) 
Lgnks = —ps|K3/?(pinxonxs — Pores — Psi Ne2) (10.391) 


avec |Ky|? = 4n|K[?/luge — val, [Kal? = 4n|KP/lugs — ul, et (Kal? = 
4n|K|?/|vg1 — vyol. Ces équations font apparaître un équilibre non couplé 
quand : 

PINKANKZ — P2NkINk3 — P3Nk1NK2 = D (10.392) 


En additionnant la première équation intégrée (sur l’espace) et la seconde 
q 3 
puis la première et la troisième, on obtient les relations de conservation : 


d (piNe , P2Nk2 

= 10.393 
zat ee) =0 ae 
d (piNe | p3Nx3 

= 10.394 
a ie KP) 7’ oe 


Si toutes les ondes sont d’énergie positive, donc si la densité d’action du 
mode de plus haute fréquence n’est pas nulle, tandis que les deux autres le 
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sont, une partie de l’action est transférée irréversiblement aux deux modes 
de basse fréquence. D’autre part si l’onde de plus haute fréquence est à 
énergie négative et les deux autres à énergie positive on retombe sur une 
un instabilité explosive. (Pour plus de détails, voir les références données 
ci-dessus.) 


c) Amortissement de Landau non linéaire. Turbulence faible 


Deux ondes peuvent aussi interagir de manière non linéaire avec les parti- 
cules moyennant la condition de résonance : 


Wy — we = (ki — he) W (10.395) 


qui est semblable a celle pour la résonance habituelle onde-particule qui 
~ — 
conduit à l'amortissement de Landau linéaire, sauf qu’ici londe (kı — ko, 


w1 — w2) est une onde virtuelle (qui ne satisfait pas la relation de disper- 
sion linéaire—elle existe seulement à cause de la non linéarité) qui sert 
d'intermédiaire dans l'interaction. Cette interaction non linéaire permet à 


a 
londe (k1,w1) de transférer son énergie et sa quantité de mouvement à 


une autre onde (kz, w2) et aux particules du plasma satisfaisant (10.395). 
Ce phénomène est analogue à la diffusion Compton . L’interaction peut 
se produire avec des ondes cohérentes [171] ou de phases aléatoires ([145], 
[172], [160]) ; dans le premier cas elle est naturellement limitée par le 
piégeage des particules. En une dimension elle est décrite ({161], [173]) par 
les équations : 

Linki = —Cnrink2 (10.396) 


Lanxe = Cnranki (10.397) 


où C, la constante de couplage non linéaire pour ce processus, est propor- 
tionnelle à la valeur de (OFg/Ow) pour w = (wi — w2)/(k1 — k2), avec ici 
Ln = (0/0t) + Vgn(O/Ox) + 2h, n = 1,2. Si Ponde 1 est instable (vı < 0) 
et londe 2 amortie (v2 > 0) ces équations conduisent à une saturation 
de l’instabilité. On voit aussi que ces équations sont identiques, aux cons- 
tantes de couplage près, à celle d’un couplage à trois ondes d’énergie posi- 
tive dans l’approximation des phases aléatoires, (10.389)-(10.391), quand 
le mode 3 est si fortement amorti que sa densité d'action ne prend jamais 
une amplitude significative et peut donc être négligée. Par conséquent, un 
tel couplage onde-onde (quasi modal) peut aussi conduire à la saturation 
de l’onde instable de plus haute fréquence. 

La hiérarchie des interactions non linéaires onde-onde et onde-particule qui vient 


d’être présentée brièvement peut s'étendre aux ordres supérieurs (par exemple, in- 
teractions à quatre ondes, etc.). On a espéré obtenir ainsi, particulièrement dans 
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l'approximation des phases aléatoires, une description générale de ce qu'on appelle 
la turbulence faible des plasmas [172]. Certains des aspects de cette hiérarchie (par 
exemple, la théorie quasi linéaire) se sont effectivement révélés très utiles dans divers 
problèmes. Malheureusement, on a trouvé que la turbulence faible n’était pas un cadre 
général valable pour analyser les états non linéaires observés dans les plasmas à la suite 
de l’évolution des instabilités. La présence de structures cohérentes dans l’espace de 
phase des particules et dans les ondes a nécessité des modifications de l’approximation 
des phases aléatoires dans la description de la hiérarchie des interactions non linéaires. 
Ces structures cohérentes et la dynamique chaotique compliquent encore le paysage. Et 
de fait, la turbulence des plasmas reste un sujet encore mal connu. 


d) Ondes non linéaires. Solitons et cavitons 


Pour certaines amplitudes des champs, les ondes cohérentes peuvent être 
modifiées de manière significative sans couplage avec d’autres ondes, et au- 
delà de ce que prévoient les couplages d’ondes simples. On ne mentionnera 
ici que deux situations de ce genre, l’une associée aux ondes acoustiques 
ioniques et l’autre aux oscillations de plasma électroniques et aux ondes 
acoustiques ioniques. Elles sont décrites par une théorie hydrodynamique 
des ondes où l’amortissement de Landau peut être négligé. 

Les équations hydrodynamiques non linéaires qui décrivent les on- 
des acoustiques ioniques (équations adiabatiques pour les électrons, et de 
plasma froid pour les ions) font apparaître des structures d’onde du type 
impulsion solitaire et des ondes de choc [174]. Ainsi, dans un système de 
coordonnées se déplaçant avec la vitesse V de l'impulsion solitaire, c’est- 
à-dire x’ = (x — Vt), on trouve que le potentiel obéit à une équation 
différentielle ordinaire du second ordre : 


1 { db \? V v \? ue V 
LS RE E a NE ee = ve 
9 (ar) Fenn (=) (=) 29 (+2) (10.398) 


avec Zp = (x'/Ape) et à = (eb/K«T.). Le plan de coordonnées (dp/dx',) = 
¢’ et et la solution solitaire sont représentés sur la figure 10.27(a). Le 
maximum du potentiel ® = ©,, se produit pour une vitesse donnée par : 


2 *_ LOP _ 10.399 
(=) ~ expdm — om — 1 (Use 


ou m = e®,,/KT.. Pour Öm — 0 cela donne V = cs, comme on s’y 
attendait. Lorsque m croît, V croît aussi, mais pour que l'impulsion soli- 
taire reste univaluée e®,, ne doit pas dépasser (m;V?/2) ce qui donne 
Ọm = 1.3 et V = 1.6c,. Au-delà de cette valeur, la vitesse des ions devient 
multivaluée et les ions reviennent en arrière, ce qui produit un choc —dit 
choc acoustique ionique non collisionnel. 
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(b) 


Figure 10.27 : Impulsions solitaires et solitons. 
(a) Plan de phase du potentiel acoustique ionique et forme de l'impulsion solitaire 
acoustique ionique. 
(b) Solitons KdV avant collision (T = Te), et après collision (T = Ta). 


Entre le régime linéaire et le régime de choc, c’est-à-dire pour dm < 
1, le potentiel obéit à l'équation non linéaire aux dérivées partielles de 
Kortweg-de Vries (KdV) ({175], [161]) : 


~ oe 18y 


où Ÿ = ed, est le potentiel normalisé du premier ordre (en €), et les 
variables lentes de l'analyse à plusieurs échelles sont r = €%/ Pwpit et 


E = et/?|(£/Ape)—wpit]. Cette équation est intégrable par les techniques de 
résolution des problèmes inverses [176]. Toute condition initiale qui est une 
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fonction localisée en £ a des solutions asymptotiques du type solitons ou 
ondes dispersives (“rayonnement”). Un soliton unique est de la forme : 


Y = 3v sech? [OC — w7) (10.401) 


où vo = (V/c,) — 1 est l'excès du nombre de Mach (V/c,) sur l’unité. La 
vitesse du soliton dépend de son amplitude, et des solitons d’amplitudes 
différentes peuvent donc entrer en collision. Les solitons ont l’importante 
propriété que dans une collision avec un autre soliton ils gardent leur forme 
[Fig. 10.27(b)]; les autres impulsions solitaires n’ont pas en général cette 
propriété. De manière générale les solitons sont le résultat d’un équilibre 
entre une faible non-linéarité [le second terme dans (10.400)] et une faible 
dispersion fle troisième terme dans (10.400)]. 

Décrivons maintenant le modèle non linéaire de Zakharov [177] pour le 
couplage des oscillations de plasma électroniques et des ondes acoustiques 
ioniques. Le point de départ de cette analyse non linéaire consiste à re- 
marquer qu’il y a une échelle des temps courts, qui caractérise l’évolution 
électronique du plasma, et une échelle des temps longs, sur laquelle se met 
en place la dynamique acoustique ionique. À cause de la non-linéarité des 
équations hydrodynamiques, on suppose que les champs variants rapide- 
ment à l’échelle des temps courts du plasma électronique ont une ampli- 
tude lentement variable (dans l’espace et le temps), qui évolue à l’échelle 
de temps lente de la variation de densité ; les champs à variation lente de 
l’onde acoustique ionique sont modifiés par la force non linéaire moyennée 
sur l'échelle des temps courts—la force dite pondéromotrice. En une dimen- 
sion, on obtient ainsi [178] le système d’équations non linéaires couplées : 


PE n 
RE 
12Wpe GE BA An Whe F (10.402) 
2  ,6? eo D oo 


où E(x, t) est amplitude lentement variable du champ électrique à l'échelle 
des temps courts (onde de plasma électronique), n,(x,t) est la fluctuation 
de densité à l’échelle des temps longs (ondes acoustiques ioniques) où l’on a 
admis la quasi-neutralité nes = Nis = Ns, et €? = Kk(T.+3T;)/m;. Les mem- 
bres de gauche de (10.402) et (10.403) sont facilement identifiés comme les 
opérateurs linéaires donnant les ondes de plasma électroniques et les ondes 
acoustiques ioniques. Les membres de droite de ces équations viennent res- 
pectivement de la non-linéarité de courant et de la force pondéromotrice. 
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En variables normalisées (10.402) et (10.403) prennent les formes particu- 
lièrement simples : 


2 
ÎE + a =NF (10.404) 
PEN ËN æ 
2 OB = gali (10.405) 


où F = (vV3/2T)(m;/Mme)!/?(e0£?/4nKTe)}/?, T = (Te + 3T;)/Te, n = 
(3/4T)(m;/me)(ns/no), T = (2T/3)(me/Milwyet et € = (2T*/?/3) 
(me/mi) /?(x/Ape). 

La solution non linéaire la plus simple s'obtient pour une densité sta- 
tionnaire, c’est-à-dire 0? N/T? = 0. On a alors : 


N = -|F/? (10.406) 
et : 5 æ 
+ F F 2 es 
at get F=0 (10.407) 


qui est l'équation de Schrödinger non linéaire (NLS) . Cette équation peut 
aussi étre résolue par les techniques de résolution des problémes inverses. 
Sa seule solution stationnaire du type soliton est : 


F(E, T) = (20) /?sech(n1/2€)ei°7 (10.408) 


qui est un soliton enveloppe du champ de l’onde de plasma électronique — 
appelé aussi un soliton de Langmuir. Associé à ce soliton de champ, il y a, 
d’après (10.406), une dépression de densité—un caviton, creusé par la force 
pondéromotrice (Fig. 10.28). En trois dimensions, le caviton piège une plus 
grande partie de l'énergie du champ électrique, augmentant ainsi la force 
pondéromotrice, qui à son tour creuse une plus grande dépression de den- 
sité, etc., tout cela conduisant à ce qu’on appelle un effondrement ; celui-ci 
est limité ultérieurement par les effets cinétiques des électrons traversant 
ces structures de champ électrique et absorbant leur énergie. L’état d’un 
plasma dans lequel il apparaît des cavitons et des effondrements de phases 
aléatoires a été baptisé turbulence forte de Langmuir. Bien que de telles 
structures aient été observées dans des simulations numériques et dans 
certaines expériences d'interaction faisceau-plasma (cf. chapitres 7 et 11), 
elles ne sont pas du tout universelles. 

H est intéressant de remarquer que les équations de Zakharov qui expri- 
ment le couplage non linéaire des ondes de plasma électroniques et des on- 
des acoustiques ioniques doivent évidemment contenir les interactions non 
linéaires à trois ondes, de deux ondes de plasma électroniques et d’une onde 
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Figure 10.28 : Soliton stationnaire NLS du champ E et caviton associé de 
dépression de la densité. 


acoustique ionique décrits au paragraphe 10.7.3(a), [Fig. 10.26(e)]. On peut 
de plus montrer que les équations de Zakharov contiennent aussi les inter- 
actions paramétriques de trois ondes (deux ondes de plasma électroniques 
et une onde acoustique ionique) déclenchées par une onde de pompe du 
type plasma électronique, c’est-à-dire les interactions à quatre ondes [178]. 
Ainsi, en plus des interactions à trois ondes, l'instabilité dite instabilité 
paramétrique oscillante à deux courants [179] peut aussi se déduire de 
(10.402) et (10.403). 


10.7.4 Echos d’ondes de plasma 


Nous terminons ce bref exposé d’introduction aux effets non linéaires en 
décrivant un phénomène qui montre comment, dans un plasma sans col- 
lisions, la non-linéarité permet de retrouver l’information que la théorie 
linéaire décrit comme perdue dans l’amortissement de Landau. Rappelons 
que d’après les propriétés générales des équations de Vlasov-Maxwell (sec- 
tion 10.2), la réversibilité par rapport au temps (paragraphe 10.2.1) et 
la conservation de l’entropie (paragraphe 10.2.3) assurent qu’il n’y a pas 
perte d’information dans ce modèle non collisionnel de la dynamique 
d’un plasma. Et pourtant la version linéarisée de ce modèle a prédit 
l'amortissement de Landau des champs. Bien qu’il soit clair que la des- 
cription linéarisée est à la fois très utile et incomplète, il est intéressant de 
voir comment la non-linéarité récupère l'information apparemment perdue 
dans l’amortissement de Landau linéaire. 

Considérons un plasma stable à une dimension, uniforme, non collision- 
nel, excité de l’extérieur à t = 0, avec une perturbation de la densité de 
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charge, périodique de nombre d'onde k, = kı, c'est-à-dire dans la notation 
de la section 10.3 : 
Pext a — paoe E(t) (10.409) 


La réponse linéaire du plasma est donnée par (10.118), de sorte que le 
champ électrique linéaire est : 


Eao ik 
E = et 10.410 


avec Eao = Pao/ikieo. Comme on suppose le plasma stable, toutes les 
racines de Kz(k1,w) = 0, donnant w(kı), se trouvent dans le demi-plan 
complexe w inférieur et l’on a donc : 


Ei(x,t — 00) — 0 (10.411) 


comme on s’y attend pour l’amortissement de Landau linéaire. D'autre 
part, la fonction de distribution linéaire est donnée par (10.103), et avec 
(10.410) on trouve : 


zig _Jolw) __ Eao ike (10.412) 


fi(w,x,w) = m Ww- kw) Ki) 


où l’on a supposé nulles les conditions initiales sur fı. Par conséquent, 
asymptotiquement dans le temps, on trouve : 


filw, x, t — œ) = F,(w)e' Te thwi (10.413) 


qui ne tend pas vers zéro, mais reste oscillatoire et avec une structure fine 
en w, comme on l’a vu dans la description la plus simple des écoulements 
libres [paragraphe 10.2.2(c)]. Cette structure fine conduit aussi à nı (z, t — 
co) =0. 

Considérons maintenant un instant T > (yp) !, où Yzp est le taux 
d'amortissement de Landau du zéro le plus élevé de Kz dans le plan com- 
plexe w [par exemple, yz p = —w; donné par (10.214)]. A un tel instant on 
a FE & 0 et nı & 0, mais fı est oscillante. Appliquons alors une autre per- 
turbation de la densité de charge, périodique dans l’espace et de nombre 
d'onde k, = ko : 

Pext = poe?" E(t — 7) (10.414) 


D’après la théorie linéaire, après un temps (t—T) > Vib on aura à nouveau 
E, & 0 et nı & 0, mais fı sera la superposition linéaire de (10.413) et de : 


fi = Pwje ke tkot) (10.415) 
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Cependant, dans une analyse non linéaire de (10.86)-(10.88) on trouve que 
la fonction de distribution du second ordre a des termes qui sont le produit 
de (10.413) et (10.415), c’est-à-dire : 


fo ~ Falw)Felw) exp{i(ki + kajx — i(k1 + ko)wt +ikgwr} (10.416) 
Pour une analyse détaillée, nous renvoyons le lecteur à [180]. D’après 
(10.415) il est clair que pour t = k27/(k2 + kı), qui est plus grand que 
T pour kı < 0, le terme de mélange de phases disparaît et une densité 
finie du second ordre, na et un champ Ev vont apparaître avec un nombre 
donde #3 = kg — |k1|, comme représenté schématiquement sur la figure 
10.29(a). 


On peut aussi produire des échos de plasma dans l’espace [Fig. 10.29(b)], 
et aussi des échos d'ordres supérieurs, qui sont beaucoup plus faciles à observer 
expérimentalement1%, [181]. Ainsi, en excitant de l’extérieur le plasma à x = 0 avec 
une source de fréquence w1 et à x = L avec une source de fréquence w2, où L est plus 
grand que la distance d'amortissement de Landau du mode excité à la fréquence w1, on 
produit un écho à la fréquence w3 = w2 — w1 qui apparaît en aval de L à une distance 
L’ = (w2/w3)L. La réversibilité non linéaire de l'amortissement non collisionnel linéaire 
est ainsi mise en évidence. 


10.8 Appendice 
A10-1 Fonction de dispersion des plasmas [117] 


Cette fonction est définie comme la transformée de Hilbert d’une gaussienne : 


Zo) = Tr SE -dz pour ¢; > 0 (10.417) 
Elle satisfait équation différentielle suivante : 
dZ 
ae T+ EZO] (10.418) 


comme on le voit facilement à partir de (10.417). 


a) Prolongement analytique 


D’après la définition (10.417), Z(Ç) est une fonction analytique de ¢ dans le demi-plan 
supérieur. Son prolongement analytique dans le demi-plan inférieur est donné par : 


+00 e77? 2 
Z(¢) = af: ede + ivre pour ¢ <0 (10.419) 


19. Les observations expérimentales d’échos spatiaux dans un plasma sont cependant 
trés sensibles aux effets de collisions car les expériences doivent étre faites dans un 
plasma stationnaire. 
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(a) 
Px,5(t) PO — 7) 
Écho 
| temporel 
À expl-y, g (7-0 
1 
g t 
~ exp[-¥,(t- 7)] ptet T] 
>> 7." = 
T 1 T k; T 
(b) Écho 


spatial 


Figure 10.29 : (a) Écho temporel de plasma. (b) Écho spatial de plasma. 
yj = —wi(kj), j = 1,2,3 sont les taux d'amortissement en Landau. 


ou, avec le contour de Landau T représenté sur la figure 10.18 : 


1 e77? 
z(¢ġ)= ale (10.420) 


qui est valable dans tout le plan complexe ¢. 
Pour calculer la fonction de dispersion des plasmas pour toute valeur de Ç, il est 
commode de l’exprimer autrement. En remarquant que 


+00 1 
f eee) = — pour € > 0 (10.421) 
: Wa) 
on peut récrire (10.417) sous la forme : 
+00 
Z) = if e7? obs (10.422) 
o 


qui est proportionnelle (à une constante complexe près) à la transformée de Laplace 
d'une gaussienne. En calculant le carré de exposant et en changant de variables, on 
trouve que ce résultat peut aussi s'écrire : 


iç 
Z(Q) = ide" f et dt = ivre” [1 + erf(ic)] (10.423) 


— cc 
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où 


z 
erf z = =f e`" dt (10.424) 
yT 0 


est la fonction erreur [268]. On peut montrer par prolongement analytique que 
Pexpression (non singulière) (10.423) qui est valable, au départ, pour ¢ dans le demi-plan 
supérieur, est valable pour tout Ç complexe. 


b) Propriétés et valeurs spéciales 


On peut démontrer les relations de symétrie suivantes : 


Z(-0) = -Z(¢) + ire (10.425) 
Z(6") = Z(c") — i2Vre" (CT (10.426) 
et par conséquent : 
Z(—¢) = -[2(¢*)]" (10.427) 
Z2(¢*) = —[2(-¢)]* (10.428) 


En posant Ç = Çr + ii, on trouve pour ¢; = 0: 
Ar) = ivre [1 + erfligr)] 


or 
—2e-G Î et dt + iyne fr (10.429) 
0 


Les deux fonctions Z(C-) et Z'(¢,) sont représentées sur la figure 10.30. Pour r = 0 on 
a: 

Zit) = ive [1 — erf (C,)] (10.430) 
On voit que Z(¢ = 0) = i4/7, et Z'(¢ = 0) = —2. 


c) Développement pour les petits arguments 


Pour |¢| & 1 on a un développement convergent en série de puissances : 


Z B =g? C 
(C) = ivre 26 [1-2 A 


çt ce 
4> -8> +... 10.431 
Ft. I0 ( ) 


d) Développement pour les grands arguments 


Pour |¢| > 1 on a la série asymptotique : 


1 1,3 1 
Z(Q) = ivroe z lı ta tra ta + (10.432) 


avec : 
O if Gi >I/IGl 
o=41 if |G] <1/I¢-| (10.433) 
2 if -G >1/IG| 
Pour des calculs plus détaillés de Z(¢) voir l’appendice A dans la publication de 


G. R. Smith, Phys. Fluids, 27, 1499 (1984). Des tables de valeurs de Z(¢) sont données 
en [117]. 
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(b) # fi 


ZT) 


Figure 10.30 : Fonction de dispersion des plasmas. 


(a) Z(C-) pour les valeurs réelles de argument € = Çr. 
(b) Z'(Çr) pour les valeurs réelles de l’argument Ç = Çr. 
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e) Formes approchées 


Diverses formes approchées, avec des domaines de validité limités, peuvent s’obtenir en 
remplaçant la fonction gaussienne dans l’intégrand de Z(¢) par diverses fonctions en 
forme de cloche. On peut ainsi arriver à l'approximation dite à deux pôles [182] ou à 
l'approximation à trois pôles [183]. Le lecteur peut consulter ces références pour voir 
les formes explicites de ces approximations et leurs limitations. 


10.9 Problèmes 


P10-1 Ecoulement libre et équations 
hydrodynamiques 

Considérons l’équation de l’écoulement libre non collisionnel (ou balistique) pour la 

fonction de distribution à une dimension (W = fw, F = ĉr): 


0 (10.434) 


ot f = f(w,z,t). 


a) On suppose que la fonction de distribution initiale est une maxwellienne avec une 
perturbation périodique dans l’espace : 


flw, x,t = 0) = fy(w)[1 + ecos kr] (10.435) 
où € et k décrivent, respectivement, l’amplitude et la période de la perturbation, 
2 
no w 
w)= exp | —— 10.436 
iu w) = -t »( = (10.436) 


où no est la densité des particules pour € = 0, et vt = (KT/m)*/2 est la vitesse 
thermique. Déterminer la densité des particules n(x, t) qui en résulte. 


b) On considère la perturbation de densité [n(z,t) — no] obtenue en (a) ; elle décroit 
dans le temps ; représenter graphiquement sa variation et montrer sa durée de 
vie typique, T. 


c) Montrer que l'équation (10.434) pour f de l’écoulement libre non collisionnel con- 
serve l’énergie et l’entropie et que par conséquent il ne peut pas y avoir de perte 
de l’information contenue, par exemple, dans les conditions initiales. Et pourtant, 
les résultats de la partie (a) montrent que la perturbation de densité s’amortit. 
Comment cela se produit-il ? 


d) Montrer que les équations des deux premiers moments dans l’espace des vitesses 
de (10.434), fermées par l'hypothèse d'une pression scalaire p avec une équation 
d'état p = Cn? ne font apparaître aucun amortissement de la perturbation ini- 
tiale de densité. [Pour montrer cela, linéariser les équations de moment au voisi- 
nage d’un équilibre simple ng = constante, po = constante, et vp = 0 et résoudre 
pour n1(x,t) donné ni(z,t = 0) = eno cos kx et v1(z,t = 0) = 0.] Pourquoi en 
est-il ainsi ? 


e) A partir des résultats des parties (c) et (d) on voit que l’amortissement de la densité 
) Ap P q 
trouvé dans (a) est un effet cinétique, non collisionnel. Expliquer physiquement 
comment cette sorte d'amortissement se produit pour la la densité hydrodyna- 
mique. 
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P10-2 Écoulement libre avec des perturbations 
initiales générales 
On considère à nouveau |’ équation de l'écoulement libre non collisionnel (10.434), mais 
maintenant pour une distribution initiale : 
f{w,x,t = 0) = fo(w) + g{w, x) (10.437) 
ayant une perturbation spatiale arbitraire de vitesse donnée par g(w,x) superposé à 


une fonction de distribution fo(w) uniforme arbitraire. 


a) Résoudre (10.434) par transformation de Fourier-Laplace, avec la condition initiale 
donnée par (10.437), et déterminer la transformée dans l’espace des vecteurs 


F, de la perturbation de densité des particules en fonction du temps ; montrer 
qu’elle est donnée par : 


+00 
n1(k,t) = J glw, kje™ "tdw (10.438) 
— 00 
b) Déterminer la décroissance dans le temps des diverses composantes spectrales de 
la variation spatiale de la perturbation initiale, quand la forme de celle-ci dans 
l'espace des vitesses est régulière et localisée, par exemple donné par : 


—w? 
g(w, k) = G(k)ezp Ea (10.439) 


où (Aw) est la largeur typique de g dans l’espace des vitesses et G(k) le spectre 
de variation spatiale de g. | 

c) Trouver la perturbation de densité pour une perturbation initiale singulière en w 
(c'est-à-dire du type faisceau), par exemple : 

g(w,k) = G(k)8(w — vo) (10.440) 
et remarquer qu'elle ne disparaît pas. On peut appeler cela un “mode à une seule 
particule”. Remarquer alors que pour des conditions initiales sur f suffisamment 
régulières, la perturbation de densité disparaît par “mélange de phases” (expli- 
quer ce terme) ; cela est souvent utilisé comme un argument pour négliger les con- 
ditions initiales. Cependant, des conditions initiales singulières sur f conduisent 
à une perturbation de densité persistante et ne peuvent donc être négligées pour 
déterminer la réponse d’un plasma. 


P10-3 Distribution d’équilibre dans un plasma 
inhomogène 


TEN 
On considère un plasma inhomogène confiné avec Bo = 2Bo(z) et no = no(s). 


a) A partir des trajectoires des particules dans un champ magnétique (Chapitre 2), 
montrer que les constantes du mouvement sont : 


cı = w2 + w? = wi (10.441) 
C2 = Wz (10.442) 

et P 
c3 = wy + 1f Bo(2")dz’ = Py/m (10.443) 


où Py est la quantité de mouvement canonique (généralisée) dans la direction y. 
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b) Écrire la distribution d'équilibre folz, w) comme une fonction des trois constantes 
(10.441)-(10.443) et montrer qu'elle satisfait l'équation de Vlasov. 


c) Si les échelles de longueur Lg et Ln des variations du champ magnétique et de la 
densité sont toutes deux beaucoup plus grandes que les rayons de Larmor des 
particules, montrer que l’on a : 


fo © Fo(w? wz) [1 - = (= + :)] (10.444) 


où 2 = qgBo(x = 0)/m est la fréquence cyclotron. 


P10-4 Conservation non relativiste de l’énergie et 
de la quantité de mouvement 


En partant de l’équation de Vlasov non relativiste (10.1) et des équations de Maxwell, 
établir la forme non relativiste de (10.72)-(10.74), (10.80), et (10.81)-(10.85). 


P10-5 Solution par la méthode des caractéristiques 


L’équation de Vlasov linéarisée en une dimension (10.93), résolue par transformation 
de Fourier-Laplace, donne (10.103) pour la fonction de distribution f,1(w,k,w). Une 
méthode plus générale de résolution de (10.93) est celle des caractéristiques (brièvement 
exposée dans le paragraphe 10.2.2 b)) ; elle est particulièrement utile dans les plasmas 
inhomogènes. 


a) Montrer par la méthode de caractéristiques que (10.93) peut s’écrire : 


dfsi(w’, 2’, t’) qs 1 ,n dfsolw’) 
= © = -—E €) ————— 10.445 
dt’ Ms ia") dw’ ( ) 


d’où par intégration de tf = 0 àt =t: 


t 

d f 
fsi(w, x,t) = fai(w',z',t = 0) — Ea Ey(2', 7) EASA ) ae! (10.446) 
ms Jo dw! 


s 


b) En négligeant les conditions aux limites pour x = +oo, introduire les composantes 
de Fourier spatiales des champs fsı et £1, et avec les (orbites) caractéristiques 
trouvées en (a), trouver la transformée de Laplace de (10.446). Montrer ainsi 
qu'on arrive au même résultat que dans (10.103). 


Note : Après l'introduction des composantes de Fourier spatiales des champs, il est 
utile de voir que le second terme dans le membre de droite de l'équation (10.446) 
pour fsi(w,k,t) est une intégrale de convolution ; on utilisera donc la formule 
de transformation de Laplace d’une convolution. 


P10-6 Plasma de Lorentz-Cauchy : susceptibilité 


Montrer que pour une distribution d’équilibre normalisée à une dimension (10.135) de 
Lorentz-Cauchy, la susceptibilité est donnée par (10.136)-(10.138). [Effectuer en détail 
les intégrations de contour indiquées dans (10.133) et (10.134).| 
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P10-7 Plasma de Lorentz-Cauchy : réponse aux 
conditions initiales 


La susceptibilité électronique longitudinale linéaire d’un plasma (avec un fond neutrali- 
sant d’ions supposés immobiles), pour une distribution d'équilibre de Lorentz-Cauchy, 


est donnée par (10.138) : 
2 


TD ee eat (10.447) 


valable pour tout kr (k réel) et tout w complexe. 


a) Supposer qu’à t = 0 la perturbation de la fonction de distribution est donnée par : 
fi(w, x,t = 0) = enove fii, (w)e™*r® (10.448) 


où jel & 1 et fi est la dérivée de la fonction de distribution normalisée de 
Lorentz-Cauchy. Déterminer le champ électrique Æı (x,t) dans le plasma, qui 
résulte de cette excitation initiale. Comparer cela au champ de réponse col- 
lective de la fonction de Green, c'est-à-dire E.o (£, t} pour un champ externe 
d'excitation Eexc(x,t) = e**r*6(£). Pour une excitation externe arbitraire, peut- 
on négliger aux temps longs l'effet de la condition initiale donnée ? 


b) On considère maintenant la condition initiale : 
fitw,æ,t = 0) = enoô(w — vo)e**r* (10.449) 
Déterminer le champ électrique aux temps longs qui en résulte dans le plasma, et 
comparer au champ de réponse collective pour une excitation externe arbitraire. 


c) Pour quels types de conditions initiales de la perturbation de la fonction de distri- 
bution le champ de réponse collective est-il dominant aux temps longs ? 


d) Déterminer le champ électrique E1(x,t) pour fi(w,z,t = 0) = 6/(w)coskrx. Re- 
marquer que par suite de la non-analyticité de Xz; en kr, on doit définir deux 
fonctions de réponse distinctes pour kr > 0 et kr < 0 pour pouvoir effectuer 
correctement la transformation de Fourier inverse en k (cf. par exemple [127]). 


P10-8 Instabilité faisceau d’électrons-plasma : solu- 
tions approchées 


a) Montrer que pour la relation de dispersion (7.10) du systéme faisceau d’électrons- 
plasma, le taux de croissance ne peut pas s’obtenir avec (10.169), bien que l’on 
ait jwi] & jor]. Expliquer pourquoi. 


b) Peut-on étendre l'analyse de la section 10.3.4 de sorte que le taux de croissance 
(7.10) soit obtenu correctement ? 


P10-9 Flux d’énergie moyen pour les ondes 


Pour les champs périodiques dans l'espace et le temps, la moyenne de petite amplitude 
du flux d'énergie de perturbation dans un faisceau d’électrons à une dimension de densité 
no et de vitesse vo est donnée par (6.63) : 


mug 
2 


où l'1 = novi + nivo est la perturbation du flux de particules. 


(5) = Re (vı r$) (10.450) 
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a) Montrer, par la méthode multifaisceaux de Dawson pour représenter un plasma 
électronique avec une distribution d'équilibre fo(w), que la moyenne de petite 
amplitude du flux d’énergie dans la dynamique à une dimension de ce plasma 
est donnée par : 


(9) = BE a pf Ho), (10.451) 

-æ (w-%) 

b) A partir de la partie réelle de la permittivité Kz, = Re [K,(kr,wr)] pour un plasma 
électronique à une dimension avec une distribution d’équilibre fo (w) fo(w), mon- 
trer que le résultat de la partie (a), c’est-à-dire l'équation (10.451), peut aussi 
s’écrire : 

(s) = _ ol Ei)? ge OK 1, 
4 kr 
ce qui, soit dit en passant, est un résultat général de lélectrodynamique des 
milieux continus, pour la moyenne du flux d'énergie en champs électrostatiques 
(361]. 


(10.452) 


P10-10 Développement asymptotique de la 
susceptibilité pour vp > Vre 


Montrer que bien que le développement en série de Taylor de l’intégrand dans (10.170) 
pour |vp| >> |w| soit une série convergente, la série obtenue pour l'intégrale, donnée en 
(10.209), est seulement une série asymptotique. 

Note : pour la maxwellienne (10.208), utiliser la formule 3.461-2 , p. 337 de [266], 
pour calculer 


UFE Joint? 
wen oi 
et montrer ainsi que pour toute valeur élevée de (vp/vte) il y a toujours une valeur de 
n au-delà de laquelle la série diverge. 


P10-11 Champs dans les ondes longitudinales 
faiblement amorties 


a) A partir de la susceptibilité électronique approchée qui apparaît dans (10.210), et en 
se rappelant comment elle relie la densité de charge au champ électrique (10.108), 
déterminer la relation entre (nie/noe) et (eD1/K«Te) ; déterminer de même 
(ni1/nio) en fonction de (e®1/KTe) et tracer les courbes de E et (eb1/KTe), 
(nie/neo) et (n1:/n40) en fonction de x, à t donné, et montrer précisément les 
relations de phase entre ces quantités. 

b) Répéter la partie (a) pour les ondes acoustiques ioniques, avec la susceptibilité 
donnée par (10.216) et (10.217). Calculer (n1:/n;0) soigneusement pour mettre 
en évidence la quasi-neutralité de l’onde acoustique ionique. 


P10-12 Coupure relativiste de l’amortissement 
de Landau 


La fonction de distribution maxwellienne relativiste est [277] : 


fam = C'exp [22] (10.453) 
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avec y? = 1 + (p/mc)?, ep = KT/me?, et Col = Ar(mc}$e2.K2(ez?) 
exp(er?), K2 étant la fonction de Bessel modifiée de seconde espèce et d’ordre deux. 
a) Montrer que dans (10.453) il n'y a pas de particules de vitesse plus grande que c. 


b) A partir de la relation de dispersion des ondes de plasma électroniques (10.211) 
montrer que le nombre d’onde réel pour que la vitesse de phase soit égale à c est 


2 
2 _ “p KT 
kos = z (: +373 (10.454) 


c) Avec la fonction de distribution relativiste (10.453), montrer que l’amortissement de 
Landau s’annule exponentiellement lorsque kr descend vers la valeur kre donnée 
par (10.454). 


d) Obtenir ces résultats en résolvant de manière approchée l’équation de Vlasov rela- 
tiviste linéarisée (cf. [184]). 


P10-13 Propriétés des racines de la relation de 
dispersion des ondes de plasma électroniques 


A partir des propriétés de la fonction Z données dans l’appendice A10-1, montrer que 
les solutions de la relation de dispersion (10.236) ont les propriétés suivantes : 

a) Toutes les solutions ont w;(kr) < 0. 

b) Si w(kr) est solution, —w*(k,) l’est aussi. 

c) Toutes les solutions sont des zéros simples. 


P10-14 Tenseur de susceptibilité pour un plasma 
isotrope, non magnétisé 


En partant des composantes du tenseur de susceptibilité données par (10.256), montrer 
que celui-ci est : 


RE Xr 0 0 
xX (mrw =| 0 xr 0 (10.455) 
0 0 xX 
avec : 
+00 =z 
1 é 
Xr (kr, w) = -if PL) du (10.456) 
1 +00 db 
Xi (kr,w) = al yu (10.457) 
aan Goon W— KrWp 
et : 
owr) =Y u, Î foo(w?)dwy (10.458) 


= 
où l’une des coordonnées (L) est prise suivant kr et les deux autres (T) perpendiculaires 


a kp (N.B.: k- est le module de kr.) 
Montrer que Xr peut aussi s’écrire sous la forme : 
1p Bex (0 x kr). 228 
Xr(kr,w) = wd 10.459 
T (kr,w) =a | LEZ dw ( ) 
T 


qui est indépendante du système de coordonnées choisi. 
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P10-15 Épaisseur de peau collisionnelle 


a) Montrer que si on tient comte des collisions électron-neutre la relation de dispersion 
de l’onde transverse (10.270) devient : 
212 2 
: =J ut (10.460) 
w wlw + Wen) 
Où Ven est la fréquence de collisions électron-neutre, et où l’on a négligé le mou- 
vement des ions. 


b) Dans la limite w, — 0 déterminer à partir de (10.460) la profondeur de pénétration 
(k:)7! d'une onde transverse. C’est l'épaisseur de peau collisionnelle. La com- 
parer à l'épaisseur de peau (10.272) dans un plasma sans collisions, et à l'épaisseur 
de peau non collisionnelle anormale (10.273). Dans quelles conditions chacune 
d’entre elles est-elle physiquement dominante? 


P10-16 Analogue du champ électrique pour 
la résolution de la relation de dispersion 
de Vlasov 


a) On considére la relation de dispersion électrostatique de Vlasov au sens de 
van Kampen-Case, c’est-à-dire pour tout k = kr réel et avec l’intégration sur 
wp le long de l'axe réel. Montrer qu’elle peut s’écrire : 


+ Fy 
Fi(a/k 
k2 = -f Fole/kr) gy (10.461) 


wT 
co 


où l’on a simplement posé krw, = x. 

b) Rappelons que dans la théorie du potentiel des distributions de charge statique, 
une distribution continue de charges linéaires perpendiculaire au plan x-y, et 
réparties le long de l’axe Ox avec la densité de charge linéaire A(x), produit un 
champ électrique dans le plan x-y qu’on peut représenter dans le plan complexe 
2,2 = x + îy par la formule : 


+00 
1 À 
Ey —iEy = if A gy (10.462) 


Par conséquent, on voit que la résolution de (10.461) pour w complexe est 
équivalente à l’introduction d’une distribution de charges linéaires sur l’axe réel 
Ox avec la densité A(x) = —2reow? Fy (x/kr) et à la recherche des positions dans 
le plan complexe z où Ey est réel et positif, avec Ey = 0. 


c) Pour une maxwellienne Fo, tracer le champ électrique analogue dans le plan x-y et 
en déduire qu’il n’y a pas de solutions w dans les deux demi-plans inférieur et 
supérieur du plan complexe. Toutes les solutions doivent être sur l’axe réel et 
elles forment un spectre continu. 

d) Montrer, par la même méthode d’analogie, que si la distribution maxwellienne est 
coupée pour v > c, alors il y a aussi des solutions discrètes avec w réel. 


P10-17 Orthogonalité des fonctions propres de Case 


Montrer que les fonctions propres de l’équation intégrale (10.300) et de son adjointe 
(10.312) satisfont la relation d’orthogonalité (10.315). 

Note : multiplier (10.305) par Fiw, et l’équation équivalente de (10.312)-(10.314) 
par Fiw, et intégrer leur différence sur wx. 
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P10-18 Modèle BGK de collisions : relation de 
dispersion 
a) En partant de la susceptibilité longitudinale (10.322) déduite de l’équation 
électrostatique de Vlasov à une dimension avec des collisions, représentées par 


le modèle BGK (Bhatnagar, Gross, Krook), montrer que pour une distribution 
maxwellienne la susceptibilité longitudinale est donnée par : 


—(wp/k? v7) ZC) 
1 + i(v/ke)Z(0) 


où v? = 2T/m, € = (w + iv)/|k|vt, Z(C) est la fonction de dispersion des 
plasmas, et Z’(¢) sa dérivée—définies toutes deux dans l’appendice A10-1. 


Xr (k,w) = (10.463) 


b) Pour un faible taux de collisions, déterminer la relation de dispersion pour les ondes 
de plasma électroniques et les ondes acoustiques ioniques faiblement amorties, 
et pour chaque onde montrer comment l’effet des collisions intervient à côté de 
l'amortissement de Landau. 


P10-19 Relaxation dans le modèle de collisions 
de Lenard-Bernstein 


Montrer que le modèle de collisions (10.329) satisfait la conservation des particules mais 
ni la conservation de la quantité de mouvement ni celle de l’énergie. Montrer ainsi qu’il 


donne : 
2 (u) = —ve(w) (10.464) 
et : 
2 (wu?) = —2ve(w? — v2.) (10.465) 


P10-20 Diffusion quasi linéaire dans l’approximation 
des phases aléatoires 


On considère l’action d’un grand le nombre d’ondes électrostatiques sur le mouvement à 
une dimension d’une particule. Le mouvement non perturbé est donné par x = ro + wot 


et la perturbation de vitesse par : 
d 
"1-1 X Ex exp[i(ka — wgt)] (10.466) 
dt m i 


a) En portant le mouvement non perturbé pour z dans (10.466), calculer w? et sa 
moyenne sur les positions initiales (phases) ro. Montrer ainsi que l’on a : 


L/2 j à 
21 __ 4; 1 we = m 2 2 RUE 
(wi) = jim L jax de ) Ek | { (kwo — wp) /2 } 


(10.467) 


b) Le coefficient de diffusion est défini comme : 


2 
D= lim 6(Aw*) 


(10.468) 
t—o 2ôt 
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où (Aw?) = (w? — w) = (w?). Montrer en utilisant le résultat de la partie (a) 
que : 


pan (5) DIEP un) (10.469) 


P10-21 Puissance dissipée dans un état stationnaire 
produit par la diffusion quasi linéaire et 
les collisions 


En se servant de Doz determiné dans le problème P10-20, montrer que (10.378) est 
identique à (10.203) sommé sur le spectre des ondes. 


P10-22 Création de courant dans un plasma [157] 


a) Montrer que pour des champs dans un plasma tels que Doz puisse être prise comme 
une constante Do pour wi < w < w2 avec w1 > 3.5vre et (Do/v3 vo) > 1, où 
vo est donné par (10.328), la solution (10.380) pour fe dans la région de résonance 
est pratiquement plate et a une valeur approximativement égale à fu (wi). 


b) A partir du résultat de la partie (a) montrer que la la densité de courant créée est : 


Peery 
JR env? futur) | 252 (10.470) 
2up, 
et la puissance dissipée : 
A w 
pr nomv3vo(Z; + 2) fu (wi) In a (10.471) 


On voit que, dans la mesure où Do est donné par l'expression de la partie (a), 
ces résultats sont indépendants de l’amplitude du champ de l’onde. Expliquer 
pourquoi. 


P10-23 Relations de Manley-Rowe pour 
les couplages cohérents onde-onde 


a) En partant des équations (10.383)-(10.385) couplées non linéairement pour trois 
ondes cohérentes, établir les équations (10.387) et (10.388) de conservation de 
l’action. 


b) Généraliser ces résultats à quatre ondes couplées non linéairement. 


P10-24 Équations des ondes couplées dans 
l’approximation des phases aléatoires 


a) En partant des équations (10.383)-(10.385) pour le couplage non linéaire de trois 
ondes cohérentes, introduire un déphasage dans les conditions de résonance (w1 — 


wz — w3 = bw, kı — k2 — ks =6 k) et étudier le cas de nombreuses ondes (au 
même ordre de non-linéarité) et avec des phases aléatoires. En déterminant par 
itérations les amplitudes et en faisant la moyenne sur leurs phases, montrer que 
Pon obtient (10.389)-(10.391). (Consulter les références [160] et [161].) 


b) Démontrer les équations de conservation (10.393) et (10.394) et montrer 
Virréversibilité de l'interaction à trois ondes d’énergie positive. 


Chapitre 11 


Théorie cinétique des 
instabilités dans les 
plasmas non magnétisés 


11.1 Introduction 


Dans le chapitre précédent nous avons étudié par la théorie cinétique de 
Vlasov-Landau les perturbations qui peuvent se produire dans des plasmas 
en équilibre, homogènes, non magnétisés et sans champ électrique. Nous 
nous sommes alors limités aux équilibres stables. En particulier, les fonc- 
tions de distribution d'équilibre ont été supposées isotropes, et nous avons 
concentré notre étude sur les ondes naturelles linéaires dans ces plasmas et 
admis que pour de telles fonctions de distribution celles-ci étaient stables. 

Dans ce chapitre nous recherchons d’abord de manière plus générale 
quels sont les types de fonctions de distribution qui sont stables. C’est le 
sujet de la section 11.2 où les conditions de Newcomb-Gardner suffisantes 
pour la stabilité sont démontrées. Puis, dans la section 11.3, les condi- 
tions nécessaires et suffisantes de Penrose pour l'instabilité (et la stabilité) 
des modes électrostatiques sont établies. A titre d'exemples on étudie les 
mêmes instabilités électrostatiques que dans le chapitre 7, à ceci près que 
maintenant, avec la théorie cinétique, on peut trouver les effets que les 
élargissements thermiques dans les fonctions de distribution des particules 
ont sur les diverses instabilités. Le chapitre se termine (section 11.4) par 
la théorie cinétique des instabilités électromagnétiques. En particulier, la 
théorie des instabilités de Weibel dans deux faisceaux opposés, traitée par 
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le modèle des plasmas froids dans la section 7.5, est étendue par la théorie 
cinétique aux plasmas ayant simplement une anisotropie de température. 


11.2 Conditions de stabilité de 
Newcomb-Gardner 


11.2.1 Perturbations quelconques 


On a vu au chapitre 10 (section 10.2.4 et problème P10-4) que l'équation 
de Vlasov non relativiste, accompagnée des équations de Maxwell, conduit 
à l’équation de conservation de l'énergie : 


a 
= (2r? + HD) w?f,dw) 
+V- CEE 
sS 


Considérons maintenant un plasma en équilibre, homogène et station- 


Tadu) =0 (11.1) 


— 
naire, neutre en charge et courant, avec Ey = 0 ; nous admettons ici 
qu’il peut y avoir un champ magnétique uniforme d’origine extérieure 


Bo = Lo Ho , bien que dans la suite de ce chapitre nous n’étudions plus 
que des plasmas non magnétisés. La fonction de distribution à l’équilibre 


> => : ante : 
pour chaque espèce est fso = fso(w ). Si le plasma est perturbé, l'équation 
de conservation de l’énergie s'écrit par comparaison avec l’état d'équilibre : 


8 H mM w? 
rabies Fe ne-E f > (f. — fot] 


tV Ex + f 2 wu, - san =0 


(11.2) 


Si l’on suppose une dépendance spatiale périodique pour toutes les per- 
turbations (pas forcément de petite amplitude), l'intégrale, sur une période 
spatiale (ou un nombre quelconque de périodes), du terme de divergence 
dans (11.2) est nulle, de sorte qu’on obtient : 


ho Hg +S f Ge fade] ar 0 
(11.3) 


2 
dt 
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Notons que si l’on suppose que toutes les perturbations sont nulles à linfini, 
l'intégrale sur 7’ peut être étendue à tout l’espace. Cette équation exprime 
la conservation de la différence en énergie moyenne (ou totale) entre l’état 
du plasma perturbé et son état d'équilibre, c’est-à-dire (d/dt)(U — Uo) = 
0, avec U = Ugm + Ux et Up = Umo + Ugo. Cependant, (11.3) n’est 
pas unique, car on peut montrer (cf. problème P11-1) que toute fonction 
régulière et différenciable M(f,) des fonctions de distribution fs, où fs 
obéit à l'équation de Vlasov, satisfait aussi : 


d 
< J Made (11.4) 


[On a vu au chapitre 10 (section 10.2.3) que l’entropie (—f, In fs) est une 
telle fonction M (fs) qui satisfait (11.4)]. Une équation de conservation de 
forme plus générale est donc : 


af /| DE + Bop? H3)] dr 


> f ESC = fo) + Mf.) = Me) ar } =0 (115) 


avec dR = dr dw. 
On peut maintenant développer en série de perturbation les quan- 


tités (E, B, fs), et évaluer chaque terme de (11.5) au second ordre (cf. 
problème P11-2) ; on obtient ainsi l’équation de conservation au second 


ordre : 
al f (get En) a 
mew" , 1 2 n 
E/ ( 2 +) (fst + fa) + FM | ar} =0 (11.6) 


où Mo = (dM/dfs)f,=f = M'(fso) et Mg = (dM/dfé)j=f = 
M” (fso). Finalement, pour obtenir une équation de conservation au second 
ordre qui contienne seulement les champs du premier ordre, posons : 


Mi( foo) = - Tu? (11.7) 


de sorte que (11.6) devient : 


d £0 m2 , HO 772 l'os, 


(11.8) 
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C’est l'équation de conservation que nous cherchions ; elle dépend seule- 
ment des champs du premier ordre et donne les propriétés globales de la 
dynamique linéaire du plasma. 

D’après (11.8) il est évident que pour la stabilité linéaire des perturba- 
tions périodiques dans l’espace on doit avoir : 


M" (fo) = 0 (11.9) 


C'est en fait le cas si f,o est une fonction monotone décroissante de w? 
(ou constante), car pour fso = fso(w?) (11.7) donne : 


o M2 
(dfso/dw?) 


Une condition suffisante de stabilité linéaire (ou de stabilité marginale) 


M” (f) = (11.10) 


tz 
d'un plasma neutre homogène, dans un champ Bo uniforme, est donc que 
chaque espèce (s) de particules du plasma ait une distribution de vitesses 
isotrope : 


fso) = fso(w°) (11.11) 
et monotone décroissante (ou constante) 
2 
sa) <0 pour tout w? (11.12) 


Ces conditions représentées sur la figure 11.1 sont les conditions de stabilité 
de Newcomb-Gardner ([185], [186], [187] et [188]). Remarquons aussi que 
pour fso = fso(w), et d’après (11.7), l'énergie de perturbation est : 


= | |2e?+ 2H? Sue Ne 
v=f 5 fat 5 Hi +f (gies) Ha dr (11.13) 


qui peut aussi se déduire des équations de Vlasov-Maxwell linéarisées (cf. 
probléme P11-3). 

On peut comprendre qualitativement les raisons physiques de ces con- 
ditions suffisantes de stabilité. Une fonction de distribution isotrope des 
vitesses est une fonction de l’énergie totale (mw?/2) des particules. Quand 
elle est décroissante, les particules de grande énergie sont moins nom- 
breuses que celles de basse énergie. Le plasma de Vlasov est alors [du 
fait des deux conditions (11.11) et (11.12) ci-dessus] dans un “état d’éner- 
gie minimum” à condition qu’il soit aussi uniforme dans l’espace. (Rap- 
pelons que le modèle de Vlasov néglige les collisions et s’applique sur des 
échelles de temps courts par rapport au temps caractéristique de collision. 
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Figure 11.1 : Distribution isotrope f,(w) = f,(w?), monotone 
décroissante. Une telle distribution est stable (stabilité de Newcomb- 
Gardner) pour les perturbations électrostatiques. 


Sur l'échelle des temps plus longs que le temps de collisions, la distribu- 
tion tend vers la maxwellienne d’équilibre thermodynamique, qui est aussi 
évidemment isotrope et monotone décroissante.) 

Des instabilités ne peuvent naître dans un plasma uniforme non colli- 
sionnel que si la fonction de distribution des particules correspond à un état 
de plus “haute énergie”, c'est-à-dire s’il y a de l’énergie libre disponible. 
Les perturbations d’un tel état peuvent alors être instables. La conséquence 
des instabilités est un changement de la distribution vers un état d’énergie 
plus basse. L'énergie libre disponible entre l’état initial et l’état final est la 
source des champs instables, et ceux-ci vont ensuite modifier la fonction de 
distribution des particules. En général, dans une distribution anisotrope, 
les instabilités sont alimentées par l’excès d’énergie dans certaines direc- 
tions. Dans une distribution isotrope, mais non monotone décroissante, les 
instabilités croissent à cause des excès de populations aux hautes énergies 
comparées aux populations à basse énergie : situation analogue à l’inversion 
de population qu'on trouve dans les masers et les lasers. 

On peut étendre les conditions suffisantes de stabilité aux plasmas non uniformes. 
Comme fso peut être de manière générale une fonction d’une combinaison linéaire des 
constantes du mouvement, la condition suffisante de stabilité demande que fso soit 
une fonction monotone décroissante de cette combinaison linéaire des constantes du 


mouvement. Gardner a montré de plus que même pour des perturbations d'amplitude 
arbitraire (11.11) et (11.12) sont des conditions suffisantes de stabilité. 
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Remarquons enfin que pour un plasma uniforme dans un champ magnétique con- 
=> ` : : NE 
stant Bo, les constantes du mouvement sont l'énergie mew? /2 perpendiculaire à Bo et 


la quantité de mouvement mwy parallèle à Bo. En général on a fso = fsolw? 4, wy) qui 
peut ne pas satisfaire (11.11) et (11.12), et donc être instable. 


11.2.2 Perturbations électrostatiques 


Pour les plasmas de Vlasov spatialement uniformes et non magnétisés, 
qui nous intéressent dans ce chapitre, nous allons maintenant donner une 
démonstration directe des conditions de stabilité de Newcomb-Gardner 
pour les perturbations électrostatiques. Puis nous montrerons que pour de 
telles perturbations les conditions de stabilité peuvent en fait étre moins 
strictes que dans le cas général. 

La relation de dispersion pour les perturbations électrostatiques 
s’obtient en égalant à zéro la fonction diélectrique longitudinale (cf. section 
10.4.2 (b)): 


Di (k,w) = KL(k,w) =0 (11.14) 
où 
Ky(k,w) = 1+ Xz (kw) (11.15) 
avec : 
x(k) = zs f Te enlo iy (11.16) 
w-k-w 


où ĝo est la fonction de distribution d’équilibre pondérée (10.159). On 
— 


rappelle que la susceptibilité (11.16) est définie pour k= k, réel et w = 
wr + iw; complexe avec w; > 0. Les solutions de (11.14), w = w(k,), pour 
lesquelles on a w;(k,) > 0 conduisent à une instabilité des perturbations 
électrostatiques. 

En séparant (11.14)-(11.16) en parties réelle et imaginaire on obtient : 


A eai —+ 
Hs fe Peu 2an Be igs (11.17) 
k OÙ (w, — kr W)2 + w? 
et 
1 a? 920 1 
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Les intégrales ci-dessus ne sont pas singulières puisqu’on a supposé w; # 0. 
En portant (11.18) dans (11.17) on obtient finalement : 


1 ag kw 
1-a |r S8___*"*____ qw = 0 (11.19) 
k; OW (w, — kr W) +w2 


Pour des distributions isotropes de chaque espèce de particules, f.o(w) = 
fso(w?) et l’on a : 


= PAETI — ? 2 
pw oEe) (11.20) 
aw dw? 


Si de plus ces distributions isotropes sont aussi monotones décroissantes 
(ou constantes) en fonction de w?, c’est-à-dire (dip /dw?) < 0 quel que 
soit w?, alors (11.19) est une somme de termes positifs et ne peut donc 
s’annuler. La solution imaginée avec w; > 0 ne peut pas exister. On a donc 
montré que, si l’on impose aux fonctions de distribution les conditions de 
Newcomb-Gardner (11.11) et (11.12) alors le plasma est stable, w; < 0 (ou 
marginalement stable, w; = 0) pour les perturbations électrostatiques. [On 
remarque qu’il n’est pas nécessaire d’imposer les conditions de Newcomb- 
Gardner séparément à la fonction de distribution de chaque espèce mais 
seulement à leur somme pondérée ÿ9(%).] On va voir dans le paragraphe 
ci-dessous que ces conditions suffisantes ne sont pas nécessaires (cf. aussi 
(189, chapitre 2]). 


a) Distributions isotropes 


Considérons maintenant un plasma uniforme, non magnétisé, décrit par 
le modèle de Vlasov et dans lequel la distribution des vitesses de chaque 
espèce de particules est isotrope, c’est-à-dire : 


fo(@) foo(w?) = i (11.21) 


mais pas forcément monotone décroissante avec w?. En se limitant comme 
ci-dessus aux perturbations électrostatiques décrites par (11.19) et (11.20) 
(cf. Fig. 11.2) on a: 


L? . 2/40) 2 
1- [ER ET qu = 0 (11.22) 


2 
ES (u-i: WP + uF 


En introduisant la fonction de distribution réduite des vitesses paralléles 
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fos (W°) 


Figure 11.2 : Distribution isotrope f,(@) = f.(w?) mais non monotone 
décroissante avec w?, stable pour les perturbations électrostatiques dans 
un plasma uniforme et non magnétisé. 


ak 


— 
r » (11.22) devient : 
wp (dE /dw?) 


1-2 
(wr — krwg)? + w? 


dw, = 0 (11.23) 


où Ë (w2) est la fonction de distribution d’équilibre pondérée réduite 
donnée par (10.269) écrite pour des fonctions de distribution: isotropes. 
On voit que le signe du second terme depend seulement du signe de 
(db /dw?). Celui-ci se détermine en calculant l'intégrale (10.269) en co- 
ordonnées sphériques dans l’espace des vitesses. On a : 


too r | 
0 (w2) = an | dw u? f dO sin 0 6(w, — wos) (w?) 


+00 
= i Bl (w?) dw? (11.24) 
w 


` ; > FR — 8 
où 8 est l’angle polaire entre k, et w. D'où : 


db eG 
Far = HOD (wh) <0 (11.25) 
k 


puisque fÉ (w2) > 0 quel que soit w2. On voit que (11.23) est une somme 


de termes positifs qui ne peut pas s’annuler. La solution imaginée de la 
relation de dispersion avec w; > 0 ne peut donc pas exister. 
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Nous avons donc montré que dans un plasma uniforme et non ma- 
gnétisé, les perturbations électrostatiques sont stables (ou marginalement 
stables) quand les distributions de vitesses des particules sont simplement 
isotropes ; il n’est pas nécessaire qu’elles soient aussi décroissantes avec 
l'énergie. Dans ces conditions la densité moyenne d’énergie de perturba- 
tion, intégrée dans l’espace, peut d’ailleurs être négative (cf. problème 
P11-3). 

Par contre, la condition de stabilité (11.25) n’est pas valable pour un plasma dans un 
champ magnétique ; par exemple, une fonction de distribution des électrons monotone 
décroissante avec une queue vers les hautes énergies dans la direction de Bo [comme 


SS 
celle des électrons découplés produits par un champ électrique continu parallèle à Bo 
(cf. section 13.7)] peut être instable pour les perturbations électrostatiques se propa- 


geant dans une direction faisant un angle avec Bo [189, section 9.5]. 


b) Plasmas anisotropes 


Examinons enfin un plasma de Vlasov uniforme, non magnétisé dans lequel 
les distributions de vitesses sont anisotropes . Pour des perturbations 
électrostatiques nous cherchons à déterminer les conditions que doivent 
remplir les fonctions de distribution pour que les perturbations ne soient 
pas instables. k 

Pour une fonction de distribution d'équilibre arbitraire f,9(w ), chaque 
fonction de distribution réduite est donnée par (10.280) et leur somme 
pondérée (par le carré de la fréquence plasma) est donnée par (10.284). 
Ainsi (11.19), une fois intégrée sur les deux coordonnées de vitesse per- 


— 
pendiculaire à k,, devient : 


| wrk(dbo/dwx) z dwp = 0 (11.26) 


oo (Wr — kw)? + wi 


et donc si l’on a pour tout wy : 
Wr— <0 (11.27) 


(11.26) ne peut pas être satisfaite et il ne peut pas y avoir de solutions insta- 
bles, w; > 0, pour les perturbations électrostatiques. Comme la direction de 


ke peut être arbitraire, la condition de stabilité (11.27) impose que la fonc- 
tion de distribution pondérée des particules soit monotone décroissante (ou 
constante) dans toutes les directions possibles de W. Dans ces conditions 
les perturbations électrostatiques sont stables (ou marginalement stables) 
même si la fonction de distribution pondérée est anisotrope (cf. Fig. 11.3). 
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fos (Wy, W1) O 
Wi 
wi 
Contours à fys 
constant 
Wy 
W, 
Figure 11.3 : Distribution anisotrope fo(w) = fo(wf, wi), monotone 


décroissante avec wj et w,, stable pour les perturbations électrostatiques 
dans un plasma uniforme et non magnétisé. 


A titre d'exemple, considérons des fonctions de distribution anisotropes qui 
dépendent seulement du carré des composantes de la vitesse : 


foo(W) = fsolw?, wy, w2) (11.28) 


Les conditions de stabilité pour les perturbations électrostatiques s’obtiennent à partir 
de (11.19), soit : 


+ <0,t=2,y,z (11.29) 


Une telle fonction de distribution anisotrope est donc stable pour les perturbations 
électrostatiques pourvu qu’elle soit monotone décroissante (ou constante) en fonction 
de chacun des carrés des composantes de la vitesse. Un exemple est la bi-maxwellienne : 


2 1/2 -m w2 + w2 2 
T) = ( ids ) ( is ) exp Que i wy) mi (11.30) 
2rKT | 2rKTz 2kT, 2KT}, 


où Tz et T, sont les températures cinétiques parallèle et perpendiculaire à z. 
Remarquons cependant que les conditions (11.27) ou (11.29) ne sont pas suffi- 
santes pour assurer la stabilité totale même dans un plasma non magnétisé. Nous mon- 
trerons en effet au paragraphe 11.4.2, que les perturbations électromagnétiques trans- 
verses dans un plasma uniforme, non magnétisé, ayant une distribution bi-maxwellienne 
(11.30) peuvent être instables. Notons enfin que pour un plasma dans un champ 
magnétique les conditions (11.27) ou (11.29) n’assurent la stabilité ni pour les per- 
turbations électrostatiques ni pour les perturbations électromagnétiques. Un plasma 
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anisotrope dans un champ magnétique est donc le plus souvent instable ([189, Part 2], 
{190]). 


11.3 Critères de Penrose (perturbations 
électrostatiques) 


11.3.1 Généralités 


Contrairement à la section précédente, nous allons maintenant rechercher 
des conditions d’instabilité. Pour les perturbations électrostatiques dans 
un plasma uniforme et non magnétisé, de telles conditions nécessaires et 
suffisantes ont été obtenue pour la première fois par O. Penrose [191]. 

Partons de la relation de dispersion (11.14)-(11.16) des perturbations 
électrostatiques dans un plasma uniforme et non magnétisé. En intro- 
duisant la fonction de distribution réduite (10.280) on a : 


1-y = ef EST we = 0 (11.31) 


où l’on rappelle que le vecteur d’onde rs = E est supposé réel, k, est le 


module de Er, w est complexe avec w; > 0, w est la vitesse parallèle à k,, 
et le symbole prime désigne la dérivée par rapport à wz. 

Pour établir les formes de fonctions de distribution des vitesses qui 
donnent des ondes instables, c’est-à-dire w = wp + iw; avec w; > 0, il est 
commode de considérer (11.31) comme dépendant d’un paramètre : soit 
kr, soit l’un des w2, (par exemple w?9, c’est-à-dire la densité de l’espèce 0 
de particule). 

Dans le premier cas il est commode d'introduire la fonction de distribu- 
tion (10.284) pondérée (par le carré de la fréquence plasma) et la relation 
de dispersion (11.31) devient : 


1 w 
1- RB I (2) = 0 (11.32) 
où ad 
w a olw) 
— | = > 1. 
(2) i me (1 33) 


Dans le second cas, où l’on fixe k,, on introduit la fonction : 


à pall 2 Bo (we) 


Go(we) = > we, ea eo(we) (oak (11.34) 
s py Tr T 
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et la relation de dispersion prend la forme : 


1 — we) H(w) = 0 (11.35) 
avec : we á 
Co if 
H(w) = J Golwe) dwk (11.36) 
Soos Wk: — k- 


Si une onde électrostatique à croissance exponentielle se propage paral- 


lèlement à kr, alors (11.32) et (11.35) ont une solution avec w; > 0, et 
cela veut dire que I(y) avec y = (w/k,), et H(w) prennent des valeurs 
positives réelles quelque part dans les demi-plans complexes supérieurs y 
ou w, respectivement. Réciproquement, si dans le premier cas I(y) prend 
une valeur réelle positive pour & = Yo avec Yoi > 0, alors la relation de 
dispersion (11.32) est satisfaite par k, = [I(go)]'/? et w = krpo ; dans 
le second cas, si H(w) prend une valeur réelle positive pour w = wg avec 
woi > 0, alors la relation de dispersion (11.35) est satisfaite en choisissant 
wo = H~!(wo). Dans ce qui suit nous analysons plus en détail le second 
cas ; par analogie les résultats peuvent être transposés au premier cas. 


11.3.2 Méthode de Nyquist 


Pour préciser les conditions d’instabilité il est commode d'utiliser une 
technique de transformation conforme utilisée pour la première fois par 
Nyquist dans l’étude des instabilités dans des systèmes à contre-réaction 
1192]. Pour la relation de dispersion (11.35), elle consiste à transformer le 
demi-plan complexe w supérieur en une partie du plan complexe H ; alors, 
si une partie quelconque du demi-plan complexe w supérieur se retrouve 
sur le demi-axe réel positif du plan complexe H, une condition nécessaire 
d’instabilité est satisfaite. C’est ce qui est représenté sur la figure 11.4. 
En particulier, considérons le demi-cercle infini entourant le demi-plan 
complexe w supérieur. On peut montrer que si Go(wx) est continu par 
intervalles et si Go(wx — +oo) — 0, ce qui est vrai pour toute fonction 
de distribution physiquement acceptable, on a H(|w| — oo) — 0 comme 
(1/lw[?). L’arc semi-cireulaire à l'infini du demi-plan w supérieur se trans- 
forme donc en l’origine du plan H. Le transformé du demi-plan w supérieur 
dans le plan H est donc le domaine du plan H entouré par le transformé 
de laxe réel w (plus précisément, w = w, + ie) dans le plan H. D'après les 
propriétés des transformations conformes, quand wp croît de —co à +00, 
le transformé du demi-plan w supérieur dans le plan H est à gauche du 
transformé de l'axe réel w dans le plan H. Cela est représenté sur la figure 
11.5, où l’on voit qu’il faut faire attention pour déduire du transformé de 
l’axe réel w la surface qui est la transformée du demi-plan w supérieur. 
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H;=0 
H,>0 
pour w> 0 


Figure 11.4 : Transformation conforme du demi-plan complexe w supérieur 
dans le plan complexe H. 


4H, H=0 
H,>0 
pour w, > 0 


i w; 


ay 


H,=0 
H,> 0 
mais w; = 0 


Figure 11.5 : Transformation conforme du demi-plan complexe w supérieur 
dans le plan complexe H. 
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A titre d'exemple simple, considérons la relation de dispersion des perturbations 
électrostatiques dans un plasma maxwellien d'électrons (cf. paragraphe 10.3.4(c)]. On a 
alors wo = we, et : 


1 > Wr 
En utilisant les propriétés de la fonction de dispersion des plasmas Z{((-), et de sa 
dérivée Z'(¢,), décrites dans l’appendice A10-1, on trouve la transformée de (11.37) 
dans le plan complexe H représentée sur la figure 11.6. On voit qu’il n’y a aucune 
partie du transformé du demi-plan complexe w supérieur venant sur le demi-axe réel 
positif H. Il n’y a donc dans ce cas, comme il fallait s’y attendre, aucune instabilité. 


wt 


Figure 11.6 : Transformation conforme du demi-plan complexe ¢ supérieur 
dans le plan complexe de la fonction de dispersion des plasmas Z’(¢). On 
rappelle que ¢ = (w/krUte). 


11.3.3 Critères de Penrose 


Plus généralement, considérons des fonctions de distribution arbitraires 
avec la seule restriction que Éso(wx) et ses deux premières dérivées soient 
continues au moins par intervalles, de carré intégrable, et de comporte- 
ment non singulier pour wg = too. Alors, par application des formules de 
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Plemelj (10.146) le long de l’axe réel w (wp + ie), on obtient : 


+00 Gh(w k) 
Wk — KE 


Hun) =P f 


—2 


dur + inGy (ur - = a) (11.38) 


r 


Comme H(w,) est bornée et continue, le transformé de laxe réel w dans le 
plan H est une courbe continue et bornée F',, qui commence et se termine 
à l’origine H = 0, puisque H(w, = too) = 0. De plus, comme on l’a déjà 
vu, le demi-plan w supérieur se transforme en l’intérieur de cette courbe 
T,. Par conséquent, H(w) prend des valeurs positives réelles quelque part 
dans le demi-plan w supérieur si et seulement si la courbe I, traverse laxe 
réel H positif. De plus, puisque lorsque wy croît de —oo à +oo, I, fait 
le tour de sa surface intérieure en tournant dans le sens positif, T, doit 
à sa plus grande valeur de traversée de l'axe réel H se déplacer vers le 
haut, c'est-à-dire de H; < 0 vers H; > 0. Deux formes typiques de I’, 
sont représentées sur la figure 11.7. H(w) prend donc des valeurs positives 
réelles dans le demi-plan w supérieur si et seulement si il y a un point où 
H,(w,) est positif et H;(w,) change de signe de moins à plus lorsque wp 
croit. D’aprés (11.38), cela exige qu’il y ait une vitesse de phase critique 
(wr/kr)e = Upe pour laquelle Gh (we = Upc) = 0 et Gh(we = Upe) > 0, 
c'est-à-dire correspondant à un minimum de Go(wx) ; telles sont donc les 
conditions nécessaires d’instabilité. Comme wo est un paramètre arbitraire 
réel positif, H, > 0 pour vpe est donc une condition suffisante d’instabilité. 
De (11.38) on déduit : 


A, (wy) 


pf > olen) Cu) g 


Wy — ZE 


a Cote) = Cour /kr) 
= (ac) 


où la dernière intégrale résulte d’une intégration par parties. 


= P dwy (11.39) 


Une analyse semblable peut être faite pour le cas où l’on fait varier kp. 
On part de (11.33) et l’on trouve : 


co a 
I (=) = pf = Powe) (we TA + ind, (us -+) (11.40) 
Re Wk — k kr 
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|, où H; |, ou H; 


(o) % 


-1 -1 2 -1 2 
Ol H c H3 po H; po 


Figure 11.7 : Transformés conformes typiques pour les instabilités électro- 


statiques. 
(a) Axe réel des fréquences > [,. 
Demi-plan complexe w supérieur = régions hachurées des plans 7 ou H. 
(b) et (c) Variations du taux de croissance en fonction des paramètres. 


d’où : 


6 — bo (wy / ky 
= r ea CE) (ia 
Wk — =) 
En résumé, les conditions de Penrose we et suffisantes) pour 


l'existence d’ondes électrostatiques à croissance exponentielle dans un 
plasma uniforme et non magnétisé sont les suivantes : 
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Il y a un minimum de Gg(wx) pour Wk = Upe , C'est-à-dire : 


(i) Gin) =0 et Gi (vpe) > 0 (11.42) 
tel que 
+00 
(ii) J Gotux) dw, > 0 (11.43) 
oo Wk — Upc 


ou de manière équivalente : 


+ Go(wx) — Go(vpe) 


aay ice dw, > 0 (11.44) 


Remarquons que la valeur principale dans (11.43), (11.44) n’est plus 
nécessaire car Ĝi (wk) est minimum pour wz = Upc. Les formes équivalentes 
de ces conditions d’instabilité quand k, est pris comme paramètre 
s'écrivent : 

Il y a un minimum de $o(wx) pour wp = Upc, C'est-à-dire : 


(i) Bi (Upc) =0 et Bi (v,-) > 0 (11.45) 
tel que 
+œ 
(ii) r, olw) E) dw, > 0 (11.46) 
-œ Wk — ie 
ou de maniére équivalente : 
+o & _ à 
4 Polwe) = Pole) tu, > 0 (11.47) 
—00 (Wk — Upc) 


A partir de ces conditions nécessaires et suffisantes, on peut aussi 
déterminer les intervalles des paramètres (w2) ou k?) qui conduisent à 
l'instabilité ; cela est aussi représenté sur la figure 11.7. Remarquons à 
nouveau que dans les deux conditions d’instabilité, (11.42) et (11.43) ou 
(11.45) et (11.46), 


e (i) est une condition nécessaire mais non suffisante d’instabilité ; 


e (ii) est une condition suffisante d’instabilité 
(cf. probleme P11-4). 


On peut d’ailleurs voir que les critères de Penrose, et la technique de Nyquist elle- 
même, sont basés sur un théorème bien connu sur le nombre de zéros et de pôles d'une 
fonction de variable complexe dans un domaine donné. Ce théorème dit que si une 
fonction D = g(z) a N zéros (chacun étant compté autant de fois que son ordre) et P 
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pôles (comptés de la même manière) à l’intérieur d’un contour fermé C dans le plan 
complexe z, ona: 
1 dg/d 
f (dg/d2) N-P (11.48) 
i?r Jo g(2) 


Si la fonction D = g(z) n’a que des zéros dans ce domaine, on a : 


1 dg/d. 
L d 0/2 aN (11.49) 
ir Jo g2) 
D’après les règles des transformations conformes, le contour C dans le plan complexe z 
détermine un contour équivalent dans le plan complexe D et (11.49) peut être récrit : 


1 {dD 
À — =N 11.50 
z4 D Cr 


où À est un contour fermé dans le plan D correspondant au contour C dans le plan 
z. D’après les propriétés de la fonction logarithme, on peut donc conclure que N dans 
(11.50) doit être égal au nombre de tours faits autour de l’origine par le contour A dans 
le plan D. On voit que cela donne une méthode générale pour trouver le nombre de 
zéros d’une fonction dans un domaine donné de sa variable. 

Pour le cas présent, on peut appliquer les résultats ci-dessus à la fonction de dis- 
persion 


1 CAS 
pais wiz) = Jip) (11.51) 
ou: 
D =1 -w H(w) = K(w) (11.52) 


Si l’on suppose que les fonctions de distribution ont un comportement normal, les fonc- 
tions I(y), (11.33), et H(w), (11.36), sont analytiques dans les demi-plans complexes 
supérieurs ọ et w, respectivement. L’équation (11.49) s'applique donc avec g(z) rem- 
placé par J(p) ou K (w). De (11.50)-(11.52) on peut alors facilement déduire les critères 
d'instabilité de Penrose. 


Signalons enfin qu’on peut montrer qu’un plasma homogène et non ma- 
gnétisé est stable vis-à-vis des perturbations électrostatiques, si les condi- 
tions de Penrose (11.42), (11.43) ou (11.45), (11.46) n’y sont pas satisfaites. 
A titre d’exercice on peut ainsi démontrer la stabilité pour les cas étudiés 
dans la section 11.2. Nous allons maintenant appliquer les critères de Pen- 
rose à des plasmas divers dont les fonctions de distribution conduisent 
après réduction au cas limite des plasmas froids à certaines des instabilités 
étudiées au chapitre 7. 


11.3.4 Plasma équivalent à un faisceau 


Nous étudions d’abord les plasmas dont la fonction de distribution 
pondérée (10.284) est celle d’un faisceau, avec comme cas particulier celui 
d’un faisceau d'électrons ayant une certaine agitation thermique autour 
de sa vitesse moyenne ; les résultats seront à comparer au cas du faisceau 
d'électrons froid étudié au chapitre 6. 
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Considérons donc un plasma dans lequel do(we), et par suite Go (wk), 
ont seulement un maximum et décroissent vers zéro suffisamment vite 
lorsque wą — too. Un tel plasma peut être considéré comme “équivalent 
à un faisceau unidimensionnel”, (cf. Fig. 11.8). En regardant Go(wx), on 
voit que Ĝĝ) (wg — +00) — 07 et Go (we — —oo) — 07. Par conséquent, 
dans Vintervalle —oo < wp < +00, GO(w,) a un nombre impair de zéros. 
Si donc, comme nous le supposons ici, Go(we) a un seul maximum, pour 
Wk = Wo, alors Gi(wo) = 0 mais Gi (wo) < 0. La condition de Penrose 
(11.42) n’est donc pas satisfaite et un tel plasma est stable pour les per- 
turbations électrostatiques. 


G ou © 


t 


O Wo Wk 


Figure 11.8 : Plasma avec fonction de distribution équivalente à un fais- 
ceau ; stable d’après les critères de Penrose. 


Un exemple intéressant d’un tel plasma stable est fourni par un faisceau d'électrons 
unidimensionnel ayant une dispersion thermique finie des vitesses autour de sa vitesse 
moyenne et supposé neutralisé par un fond continu d’ions positifs immobiles. Dans le 
cas spécial d’un faisceau maxwellien d’électrons (cf. Fig. 11.9), on peut étudier en détail 
la relation de dispersion. Posons donc : 


> 1 (w — vo)? 
feo = VE |- 2 (11:53) 


où ve, = 2«Te/mMe et en supposant vo < c. Dans la limite vte — Oona feo — 6(w—v0) 
qui est précisément le cas du faisceau froid d’électrons de la section 6.2. La relation 
de dispersion des perturbations électrostatiques dans le faisceau d’électrons (11.53) 
s’obtient par les méthodes du paragraphe 10.3.4. On trouve ainsi : 


Ki(kr,w) =1 D 7 (==>) 0 (11.54) 
w)=1l- —— | = x 
FE k2u?, |kr|vte 


qui n’est autre que la relation de dispersion des oscillations de plasma électroniques 
{cf. (10.236)] déplacée par effet Doppler. En supposant qu’on a un faisceau assez bien 
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Ww 


Figure 11.9 : Fonction de distribution pour un faisceau maxwellien d’élec- 
trons ; stable vis-à-vis des perturbations électrostatiques (Penrose). 


défini, c'est-à-dire vo >> Vte, on peut facilement trouver les solutions de (11.54) pour 
kvi] < |w,|. Cela suppose kràDe < 0.3 et on a alors : 


wr ~ krvo + wp (1 + SRB) (11.55) 


avec w; donné par (10.214). Puisque w; < 0, ces ondes sont stables. 

Leur stabilité peut aussi se comprendre à partir de la formule générale (10.206) 
pour w;, et de la conservation de l’énergie. On voit que pour londe rapide, en supposant 
kr > 0, ona: 


3 
wr © krvo + wp(1 + 5h Abe) 


= vo (11.56) 


et 


de sorte que (10.206) donne w; < 0. C’est une onde d’énergie positive [cf. (10.191)] avec 
une dissipation positive, donc stable. Pour londe lente, en prenant aussi kr > 0, 


3 
wr À krvo — wp(1 + kr D) 


= vo (11.57) 


et 


de sorte qu’à nouveau (10.206) donne w; < 0. C’est maintenant une onde d’énergie 
négative [cf. (10.191)] avec une dissipation négative, qui est donc aussi stable. 


On a vu au chapitre 10 que dans un plasma maxwellien station- 
naire d'electrons, des ondes faiblement amorties ne peuvent exister qu’au 
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dessous d’une fréquence maximum égale environ à 1.2 wpe (cf. Fig. 10.14). 
Au contraire, sur un faisceau maxwellien d’électrons assez bien défini, la 
fréquence maximum des ondes faiblement amorties est wr & 0.3(vo/vi pe 
(cf. problème P11-5) qui peut être beaucoup plus grande que wpe. C'est 
un résultat important qui rend de tels faisceaux utiles pour la réalisation 
de générateurs ou d’amplificateurs de très hautes fréquences (ondes cen- 
timétriques ou millimétriques). À ce sujet, il faut remarquer que les fais- 
ceaux d'électrons sont habituellement produits par accélération d’électrons 
émis par une cathode chaude. De tels faisceaux n’ont pas en général une 
distribution maxwellienne de vitesses autour de leur vitesse moyenne ; 
leur distribution est peut-être plus proche d’une demi-maxwellienne avec 
la discontinuité à la vitesse nulle un peu lissée. En tout cas, c’est une dis- 
tribution avec une seule bosse de vitesse, et donc d’après les critères de 
Penrose, stable pour les perturbations électrostatiques, tout au moins si 
l’on peut négliger le mouvement des ions. Nous discuterons ultérieurement 
des effets dus à la dynamique des ions. 


11.3.5 Distributions unidimensionnelles à un 
minimum 

a) Discussion générale 

Considérons maintenant un plasma dans lequel $o(wx), et donc Go(we)s 


ont un minimum (cf. par exemple Fig. 11.10). Dans ce cas le plasma peut 
être instable ou non, selon le signe de (11.39) ou (11.41) au minimum vpe- 


G ou æ 


Figure 11.10 : Plasma dont la distribution réduite à une dimension a un 
seul minimum en wx ; peut être instable d’après les critères de Penrose. 
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Le cas le plus simple est celui où Go(wx = Upc) = 0 (cf. par exemple 
Fig. 11.11). Puisque sur l’un des côtés de wy = vx, Go(wx) prend des 


G ou © 


O Wk 


Voc 
Figure 11.11 : Mêmes conditions que sur la figure 11.10 sauf qu’au mini- 
MUM Wk = Upe, ON à Go = 0 (6 = = 0) ; instable d’aprés les critéres de 
Penrose. 


valeurs positives, l’intégrale (11.44) doit être positive, et le plasma est 
instable. Ce résultat couvre les cas limites des plasmas à deux ou plusieurs 
faisceaux dans lesquels Go(wz) est une combinaison linéaire de fonctions de 
Dirac, c’est-à-dire d’écoulements de plasmas froids. Ces cas ont été étudiés 
au chapitre 7, et on a vu dans le détail qu’ils sont tous instables pour les 
perturbations électrostatiques. 

Dans le cas plus général d’une distribution “à deux courants”, ayant 
l'allure représentée sur la figure 11.10, où il y a un un maximum principal à 
vı et un maximum secondaire à v2, on peut démontrer immédiatement, par 
exemple à partir de (11.41) que J,(v1) < 0 et J, (Upc) > 1,(v2). La condition 
d’instabilité de Penrose (11.47) est précisément J,(vp-) > 0. Quand elle est 
satisfaite, il y a deux situations possibles, selon la hauteur du maximum 
secondaire de &p en vz : 


1. pour J,(v2) > 0, il y a instabilité quand : 
I, (va) < k? < I (vpe) (11.58) 
2. pour I,(v2) < 0, il y a instabilité quand 


0 < k? < iy) (11.59) 
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Ces résultats sont représentés sur les figures 11.7(a) et (b). On voit que si 
les paramètres du plasma varient de sorte que olw) passe de la forme 
stable à la forme instable, dans le cas 1 l'apparition d’un minimum dans 
&o(wx) est suffisante pour l'instabilité. Au contraire, dans cas 2 il faut 
de plus que le minimum soit assez profond pourqu’il y ait instabilité. On 
voit donc à nouveau que l’existence d’un minimum dans ®o(w,;) n’est pas 
toujours une condition suffisante d’instabilité. 

En partant de (11.39) et (11.44) de résultats analogues peuvent être 
obtenus pour le domaine de valeurs de wo donnant lieu a instabilité quand 
Hi, (Wr = krup) > 0: 


1. pour H,.(w, = k,v2) > 0, il y a instabilité quand 


H7 (wr = krUpe) < wo < Ho} (wp = kpv2) (11.60) 


2. pour H,(w, = k,v2) < 0, il y a instabilité quand 
Hy" (wr = krv) < weg < 00 (11.61) 


Cela est aussi representé sur la figure 11.7. 


Dans de nombreuses situations physiques, la figure 11.10 peut être modélisée par la 
superposition de deux maxwelliennes 4 une dimension, par exemple : 


2 2 
Sai) = 2 ep [et] a oxp [ez] (11.62) 


vtl VT 


Il est alors commode de prendre comme origine des cordonnées de vitesse la vitesse de 
Pun des maxima, par exemple w — vı = u, et d'introduire la vitesse relative : 


v2 — V1 = VO 


En normalisant maintenant la nouvelle variable de vitesse (u/vt2) = à, et en posant 
(vg /v42) = ĉo et [P(û)ve2 yr /w2] = (à), on obtient : 


Ê(ù) = exp|-(û — ĉ0)?] + NT/? exp(~Ta?) (11.63) 


où N = (w3 /w29) et f = (vr2/vt1)2. Les conditions de Penrose font donc intervenir 
trois paramètres : do, Ñ et Î. On les utilise souvent sous les formes (11.45) et (11.46) 
pour déterminer les domaines de valeurs des paramètres où il y a stabilité ou instabi- 
lité. Pour cela on calcule d’abord la vitesse critique ic = (vpe — v1)/vt2 à partir de 
©! (ù = tie) = 0 et Ê” (ù = àc) > 0. On en déduit ensuite la frontière d'instabilité dans 
l’espace des paramètres à partir de : 


IEEE Žo (11.64) 


(à ~ ùe)? 


Comme il y a trois paramètres, la frontière de seuil [correspondant à Pégalité dans 
(11.64)] est en général une surface dans l’espace (ô, Ñ, Î). Si lon fixe l’un des trois 
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paramètres, on obtient une courbe de seuil dans l’espace à deux dimensions des deux 
autres. Cela est illustré dans les paragraphes qui suivent. 

Ces résultats sont suffisants pour une analyse assez complète de stabilité des systè- 
mes à deux faisceaux avec élargissement thermique des distributions de chaque faisceau. 
Pour obtenir des résultats plus complets, comme par exemple le taux maximum de 
croissance des instabilités en fonction des paramètres, il faut résoudre directement la 
relation de dispersion du système. 


b) Instabilité faisceau d’électrons-plasma 


Dans la section 7.2, nous avons étudié cette instabilité dans 
Vapproximation des plasmas et faisceaux d'électrons froids unidimension- 
nels, dans laquelle la fonction de distribution des électrons du plasma est 
une fonction de Dirac centrée à w = 0 et celle des électrons du faisceau 
une fonction de Dirac centrée sur la vitesse du faisceau w — vo. Nous 
avons supposé les ions immobiles, et cela était justifié par le fait que les 
fréquences intéressantes (par exemple les taux de croissance) sont bien 
plus élevées que les fréquences caractéristiques de la dynamique des ions, 
comme la fréquence de plasma ionique. 

Nous allons maintenant analyser cette instabilité quand les électrons 
du plasma et ceux du faisceau ont une agitation thermique qui élargit 
les fonctions de distribution ([191], [193], [194]). Supposons des formes 
maxwelliennes : 


2 7,2 
$ ss exp(—w*/vip) + 2 PE lw — v)?/v}] 


P = 
pio) =g Vep y/n b VtbV/T 


= (e?npo /Meco) est la fréquence plasma des électrons du plasma, 
we = (e?nsp/mMeco) celle des électrons du faisceau, vep = (2K7,/me)/? 
et v = (2KTe/Me)!/?, où Tp et Te sont les températures électroniques 
respectives du plasma et du faisceau. 

Les conditions de Penrose (11.45) et (11.46) permettent de déterminer 
les domaines des paramètres sans dimension (neo/npo), (To/Tp) et (vo/vip) 
pour lesquels il y a stabilité ou instabilité. Le résultat d’un tel calcul nu- 
mérique est montré sur la figure 11.12 [195]. Dans les conditions usuelles 
(faisceaux non relativistes) la densité du plasma est de plusieurs ordres 
de grandeur supérieure à celle du faisceau, tandis que la température du 
faisceau est souvent inférieure, ou au plus comparable, à celle du plasma. 
Dans ces circonstances on voit sur la figure 11.12 que si la vitesse moyenne 
du faisceau est égale à quelques fois la vitesse thermique du plasma, le 
système est instable. 

Il semble d’autre part qu’il y ait d’autres régimes d’instabilité, moins 
évidents quand on a simultanément Tp < Tp et vo  w%,. La courbe de 
seuil entre les pointillés sur la figure 11.12 correspond à un un passage à 


(11.65) 
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l'instabilité quand le minimum de Êo devient suffisamment profond. [ef. la 
discussion suivant l’équation (11.59).| 


Faisceau froid-plasma chaud Instabilité Instabilité 
310 INSTABLE cinétique À hydro- 


dynamique 


N = 10° 
| 


INS- 4 
TABLE 


Instabilité 
hydro- 


N 


| TN Faisceau froid- N 
STABLE |! $ bi lite plasma chaud Ñ 
nstabilité 
cinétique STABLE 


109% (TT) log, (T, T.) 


Figure 11.12 : Instabilité faisceau d’électrons-plasma [195]. Courbes de sta- 
bilité-instabilité de Penrose pours diverses valeurs de N = npo/mpo. Divers 
régimes d’instabilité physiquement différents. 


Pour y voir plus clair sur la nature de l'instabilité dans les différentes 
gammes de paramètres, nous revenons à une étude de la relation de dis- 
persion pour des distributions maxwelliennes des électrons du faisceau et 
du plasma. Cela se fait en égalant à zéro la constante diélectrique longitu- 
dinale du système : 


w? w we w — kv 
Kr (k,w) =1 LAs og! ~ =0 (11.66 
Hat) = 1 — RUE (ing) ~ ee? (epee) -0 0166) 


Tto 


où Z’ est la dérivée de la fonction de dispersion des plasmas |cf. paragraphe 
10.3.4(c)]. 

La résolution générale de (11.66) est trés difficile. Mais, dans diverses 
situations particulières de l’interaction faisceau-plasma, on a des relations 
de dispersion approchées qui sont des formes limites de cette équation et 
qui peuvent être résolues. Elles correspondent à des instabilités physique- 
ment distinctes. 


256 Théorie cinétique des instabilités dans les plasmas non magnétisés 


a) Instabilité hydrodynamique faisceau froid-plasma A partir de 
la valeur asymptotique de la fonction Z’ pour les grandes valeurs de 
Vargument (cf. Appendice A10-1), on peut établir les conditions pour 
lesquelles l'interaction est assez bien décrite par le modèle hydrodyna- 
mique de la section 7.2. Il faut pour cela que l’on ait : 


1 1. 
ae > (11.67) 
et 
w — k,vo 
— 1 1. 
| le (11.68) 


Pour le mode le plus instable (7.19), (11.67) et (11.68) deviennent : 
Mis (11.69) 
Utp 

et 


1/3 
vs (2e) 2 1 (11.70) 


24/3 Npo Vib 
La dernière condition est visiblement la plus stricte. On voit que l’instabi- 
lité est proche de sa forme hydrodynamique quand on a: 


w 

Up K < (vo — vp) (11.71) 
T 

et quand les fonctions de distribution du plasma et du faisceau sont toutes 


deux assez pointues et bien séparées l’une de l’autre, comme sur la figure 
11.13. 


8) Instabilité cinétique résonnante faisceau chaud-plasma froid 
Il apparaît une autre limite de l'instabilité quand 


vo > Utp (11.72) 
mais avec : 
ó DENT 
2 > (z2) (11.73) 
Vo Typo 


Dans ce cas l’élargissement thermique fini de la fonction de distribution 
du faisceau devient important et il faut utiliser la description cinétique 
(Vlasov) de la susceptibilité du faisceau. Cependant, le plasma de son côté 
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=y 


Figure 11.13 : Systéme faisceau d’électrons-plasma avec élargissements 
thermiques faibles. Instabilité quasi hydrodynamique (proche du modèle 
des plasmas froids). 


peut encore être considéré comme “froid”. On obtient ainsi pour |w;| & 
lw-| la relation de dispersion approchée : 


2 2 +00 P 
P We Eur w 7 
— — = — = — = . 4 


Pour neo & npo cela donne : 


Wr © Wp (11.75) 
et : 
Wi n EY, 
Z s pows 2) (11.76) 


Le taux de croissance maximum se produit oe kr est tel que (wp/kr) = 
Vo — Vib, Ce qui donne : 


Wimax À TIS (=) (2) , (e=2.718...) (11.77) 


Wp Np0 Ved 


Sur (11.72)-(11.77) on voit que cette instabilité est très différente de 
l'instabilité hydrodynamique. Elle demande une description cinétique du 
faisceau et dépend de l'interaction résonnante (instable) de l’onde et des 
particules du faisceau (cf. Fig. 11.14) ; on l’appelle souvent l'instabilité 
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t 
w 
S i 

ie instable 

Figure 11.14 : Faisceau d’électrons chaud-plasma froid ; instabilité 
cinétique. 


cinétique, résonnante faisceau chaud-plasma froid. On voit que son taux 
de croissance (11.77) est bien plus petit que celui (7.19) de l’instabilité 
hydrodynamique faisceau-plasma . Du point de vue énergétique elle est 
aussi très différente de l'instabilité hydrodynamique. Sur (11.74) et sa so- 
lution (11.76) et (11.77) pour nyo € npo on voit que l’onde est déterminée 
essentiellement par le plasma et que c’est une onde d'énergie positive ; le 
faisceau la perturbe et, en amenant une dissipation négative (amortisse- 
ment anti-Landau) pour les vitesses de phase inférieures à vp, rend londe 
de plasma instable. 


Dans l’évolution non linéaire la plus simple (appelée quasi linéaire) de cette instabi- 
lité cinétique, les champs instables diffusent les particules du faisceau au voisinage des 
vitesses de phase instables, de sorte que la fonction de distribution du faisceau tend à 
s’aplatir à cet endroit et, d’après (11.76), l'instabilité disparaît. En pratique, le piégeage 
des particules, qui caractérise l’évolution non linéaire de l'instabilité hydrodynamique 
faisceau-plasma, peut aussi intervenir dans l’évolution de l'instabilité cinétique et cela 
complique la situation. D’ailleurs, la dynamique des ions ne peut plus être négligée 
car des ondes de haute fréquence de grande amplitude peuvent exciter de maniére non 
linéaire des ondes de bien plus basse fréquence. Ainsi, dans l’évolution non linéaire, il 
y a plusieurs mécanismes en compétition qui peuvent intervenir et décider du sort final 
de l’instabilité. Une telle analyse sort du cadre de ce chapitre et le lecteur intéressé est 
invité à consulter la littérature récente très abondante sur ce sujet, donnée 4 la fin de 
cette section. 


y) Faisceau chaud—plasma chaud “avec une bosse dans la queue” 
Si maintenant on suppose que la température du plasma augmente, l'effet 
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anti-Landau produit par la température du faisceau entre en conflit avec 
l'amortissement de Landau créé par le plasma et il peut y avoir une con- 
dition de seuil de l'instabilité cinétique. Cette situation est représentée sur 
la figure 11.15, et l’on voit que la physique du seuil décrite ci-dessus est di- 
rectement reliée aux conditions de Penrose. La relation de dispersion pour 


Près du seuil 
d'instabilité 


Figure 11.15 : Faisceau d’électrons chaud-plasma chaud : instabilité 
cinétique produite par une bosse dans la queue. 


|wi| < |w,| s’écrit maintenant de manière approchée : 


we +œ fi dw k 7 Ü 
1- 22 Pp p0 SN af e 
k? L wE t R UTE 
2 +o Ff 
wi fio dw kr. y Wr 
06 te = +)| =0 (11.78 
alej ete + pégirflotu =) =0 (1178) 


Pour nog & npo On trouve alors : 
we = w9(1 + 3k2A5.) (11.79) 


et le seuil approché d’instabilité devient : 


n vo \* vo \° — 18 
a (=) > (=) exp (=) (11.80) 
Npo \ Vib Vip 2v, 

c’est-à-dire que le taux de croissance maximum de l'instabilité cinétique 


(11.77) dépasse le taux d'amortissement de Landau (10.214) produit par 
la température finie des electrons du plasma. 
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6) Instabilité cinétique faisceau froid-plasma chaud Enfin, une 
autre interaction apparaît dans un système faisceau d’électrons-plasma 
quand : 

Vib K Vo K Vip (11.81) 


Cette situation, qui peut être baptisée “plasma chaud- faisceau froid” est 
représentée sur la figure 11.16. La relation de dispersion approchée s’écrit 


Oo " Yo Vip w 


w,. 
— instable 
k, 


Figure 11.16 : Faisceau froid-plasma chaud ; instabilité cinétique 
résonnante. 


alors : 
w2 2w? w 
Tee ee [li =0 11.82 
(w — kpvo)? k2u%, ( à Vies) Ve 


La susceptibilité du faisceau est ici écrite dans l’approximation des plas- 
mas froids, tandis que la susceptibilité du plasma est prise dans la limite 
adiabatique pour les électrons, |w| < k,tw:,, comme on l’a fait dans la 
section 10.3.4(b) pour l'étude des ondes acoustiques ioniques, à cela près 
qu'on néglige ici le mouvement des ions. Avec la partie réelle de (11.82) 
on trouve les ondes de faisceaux habituelles modifiées ici par le plasma : 


2,2 
2 kr ADe 


De. (11.83) 
°1+R2X2, 


(wr — kp)? =w 


La partie imaginaire de la susceptibilité électronique du plasma dans 
(11.82) représente une dissipation positive par ses particules résonnantes. 
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Ainsi, en choisissant la solution de (11.83) qui est une onde d'énergie 
négative, on trouve son taux de croissance : 


1/2 
Wi FT Nabo = 
SA US. (kA) (11.84) 
Wr 8 Nn0 

D’après l’énergétique de cette interaction on peut la baptiser instabilité 
cinétique à dissipation positive pour la distinguer de l’instabilité cinétique 
à dissipation négative qui correspond aux conditions (11.72) et (11.73). On 
pourrait aussi appeler l'instabilité associée à la condition (11.81) une insta- 
bilité cinétique, résonnante plasma chaud-faisceau froid, pour souligner 
le fait que les aspects cinétiques de l'interaction sont liés aux particules 
résonnantes du plasma. 

On voit aussi sur (11.84) que pour k,Ape > 1 l'instabilité faisceau- 
plasma devient très faible. Dans ce cas la présence des ions devient impor- 
tante et ne peut plus être négligée. En fait, pour k-Ape >> | le faisceau est 
découplé des électrons du plasma mais peut exciter de fortes instabilités 
ioniques dans ce dernier. Dans ces circonstances très spéciales (électrons du 
plasma très chauds) il peut y avoir un chauffage turbulent des ions par un 
faisceau d'électrons ((196], [193]). Ce mode de chauffage s’est révélé difficile 
à réaliser en laboratoire, mais il est possible qu’il joue un rôle important 
dans les plasmas géophysiques et astrophysiques. 

Pour conclure ces paragraphes sur l'instabilité linéaire faisceau d’électrons-plasma, 
il faut citer les nombreuses études faites sur la transition entre les régimes hydrodyna- 
mique et cinétique ([197], [198], [199]); les deux premières références étudient aussi les 
solutions importantes avec k(wr) complexe. Comme en régime cinétique, cette insta- 
bilité est convective [195]. Mais en régime cinétique les collisions peuvent jouer un rôle 
important pour détruire l'instabilité [200], [198] (cf. aussi problème P11-6). 

L'évolution non linéaire de l'instabilité faisceau d’électrons-plasma en régime hy- 
drodynamique a été brièvement décrite au paragraphe 7.2.4. En régime cinétique la 
saturation de l'instabilité est parfois beaucoup plus simple. Dans le cas “bosse dans 
la queue”, les effets quasi linéaires (cf. par exemple [201]) aplatissent, en principe, la 
fonction de distribution dans l’intervalle de nombres d'onde instables et réduisent ainsi 
le taux de croissance à zéro. Mais les amplitudes finies produisent toujours deux effets 
importants : piégeage des particules, dont la théorie quasi linéaire ne tient pas compte, 
et couplage non linéaire d'énergie au mouvement des ions [202] (cf. aussi [203], [204]). 
Ces deux effets ont été aussi brièvement décrits décrit dans la section 7.2.4. 


c) Instabilités de courant électron-ion 


Nous étudions maintenant la théorie cinétique des instabilités de courant 
dans un plasma neutre où les électrons sont en mouvement relatif par rap- 
port aux ions. Nous avons déjà analysé cette situation dans l’approximation 
des plasmas froids dans la section 7.3, et décrit l'instabilité dite de Pierce- 
Budker-Buneman. Nous allons maintenant tenir compte des effets ther- 
miques des électrons et des ions ([120], [205]). 
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Déterminons tout d’abord, au moyen des conditions de Penrose, les 
domaines de variation des paramètres du plasma qui conduisent à la limi- 
te stabilité-instabilité. On suppose que les fonctions de distributions des 
vitesses des électrons et des ions sont maxwelliennes, et on se place dans 
un repère de coordonnées où les ions ont une vitesse moyenne nulle. On a 
donc : 


—apn2 [n2 _ = 2,2 
do(w) Le we exp( w FA) pu l (w vo) [Vie] (11.85) 
Vi VT Vrey T 
où w2, = (Z?e?nio/mieo) et we, = (eneo/Meco) sont les fréquences de 


plasma ionique et électronique. On a aussi posé v = (2kT;/mi)!/2 et 
Vie = (2KT,/me)'/? où T; et Te sont les températures ioniques et électro- 
niques, et vo la vitesse relative des électrons par rapport aux ions. On a 
enfin Zinio = neo puisque le plasma est neutre à l’équilibre. 

Les trois paramètres (sans dimension) qui décrivent le plasma dans la 
condition de seuil de Penrose sont donc (Zjmi/m_), (vo/vte) et (Te/Ti). 
La figure 11.17 montre les résultats d’une analyse numérique (({190], [195]) 
de la condition de seuil de Penrose pour un plasma d’hydrogène, c’est-a- 
dire Z; = 1 et (m;/m.) = 1836. On y voit que près du seuil il y a trois 
régimes distincts d’instabilité. Notons à nouveau que dans le régime entre 
les pointillés la transition à l'instabilité se produit quand le minimum de 
Êo devient assez marqué [cf. la discussion suivant l'équation (11.59)]. 

Pour (vo/ue) > 1 et (T./T;) « 1 on s’attend à retrouver la très forte 
instabilité hydrodynamique de Pierce-Buneman étudiée dans læ section 
7.3. Pour (vo/vte) < 1 et Te ~ T; Vinstabilité de Pierce-Buneman de- 
vient cinétique. Enfin, pour Te > T; l’onde acoustique ionique devient 
bien définie, mais un glissement même petit des électrons (vo < vie) peut 
la rendre instable. Pour analyser ces régimes plus en détail nous allons 
chercher les solutions de la relation de dispersion des ondes électrostatiques 
dans divers cas limites. Pour des fonctions de distribution maxwellienne 
pour les ions et maxwellienne déplacée pour les électrons, la relation de 
dispersion unidimensionnelle est donnée par : 


w? w — kru w2; w 
Kilk w) =1- -2 z | a) az A aa 1186 
AES ( Ein ) 787 (Me oe) 


où Z’ est la dérivée de la fonction de dispersion des plasmas définie au 
paragraphe 10.3.6(c). 
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Figure 11.17 : Instabilités de courant électron-ion dans un plasma [195]. 
Courbes de Penrose de limite stabilité-instabilité. 
Zi = 1; Mi/Me = 1836. 
Différents régimes d’instabilité physiquement distincts. 


a) Régime hydrodynamique de Pierce-Buneman. Pour retrou- 
ver l'instabilité hydrodynamique de Pierce-Buneman il faut que les modu- 
les de la variable dans les deux fonctions Z’ dans (11.86) soient bien plus 
grands que l’unité. Avec les résultats du mode hydrodynamique le plus 
instable (7.35), ces conditions deviennent : 


FAURE | (11.87) 


Vte 


et 


aN aa, — >1 (11.88) 


V3 (Ze Vo 
Uti 

Quand T; > Te, la seconde condition devient plus sévère car elle impose 

(vo/vte) > (T;/Te)/?. Comme on peut s’y attendre pour une instabili- 

té hydrodynamique, l'intervalle des vitesses de phase instables est donné 

approximativement par : 


Uri € = < (vo — vte) (11.89) 


comme on le voit sur la figure 11.18(a). 
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Figure 11.18 : Instabilité de courant électron-ion (Pierce-Buneman). 
(a) Description hydrodynamique. 
(b) Description cinétique. 


Domaire 
d'instabilité 


8) Régime cinétique. Lorsque la température électronique croît, 
l'instabilité de Pierce-Buneman entre dans un régime cinétique. Cela est 
représenté sur la figure 11.18(b). On y voit que la fonction de distribu- 
tion des électrons produit une dissipation négative (par l'effet anti-Landau 
des particules synchrones) pour l’onde d’énergie positive qui est portée 
essentiellement par les ions froids et les électrons chauds. La relation de 
dispersion approchée dans ce régime, et pour |w;| & |w,|, est donnée par : 


felt iw kp gy Wp 
se e 4 [2 ey olw = a, =0 (11.90) 
On ne peut pas négliger ici le second terme comme on l'avait fait dans 
(11.74). Les ondes les plus instables se produisent maintenant pour 
(wr/kr) & (vo — Ute) 


et leurs fréquences sont proches de la fréquence plasma ionique ou en-des- 
sous, entrant ainsi dans le domaine de l’onde acoustique ionique. 
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y) Régime acoustique ionique. Si la température électronique 
croît encore, les ondes acoustiques ioniques peuvent être rendues insta- 
bles par la vitesse de dérive électronique, même si celle-ci est plus petite 
que la vitesse thermique électronique [120]. Une telle situation est assez 
courante et cela justifie une analyse plus détaillée. Réexaminons donc les 
conditions de Penrose pour ce cas. Cela est fait graphiquement sur la figure 
11.19 où l’on voit que l'instabilité peut exister pour : 

Wr 
— < V X Vte (11.91) 


Vti K 
ti ky 


On peut récrire la relation de dispersion (11.86) sous la forme : 


k2v? Gee 2) T, w 
rite — ZI paee zF Zz) = Lw 11.92 
2 lux mem | ED 


pe 


où L(w) est une fonction commode pour l’étude de l'instabilité de Penrose. 
Dans les conditions de (11.91) on a, pour la partie réelle de L(w = wr) : 


i [Z (| 
L, x —2 + 2;—Re |Z 11.93 

"I; [kr luti ( 
Le seuil d’instabilité, L, = 0 se produit donc quand Re Z'(¢,-) est maxi- 
mum, c’est-à-dire pour (wr/krvn) & 1.5 avec (ReZ’)max œ 0.57 (cf. Ap- 
pendice A10-1). D’ot la condition approchée de seuil : 


T, 
-240.5727 ~ Ly 20 (11.94) 


z 


et compte tenu de (11.92) : 


z > 3.5(1 + k?A%,) (11.95) 
Pour (kràpe) & 1, (ZiTe/T;) > 3.5 tombe dans le domaine où les ondes 
acoustiques ioniques commencent à pouvoir se propager en l'absence de 
courant [cf. paragraphe 10.3.4(b)]. On voit aussi que la condition la plus 
à gauche dans (11.91), qui permet de négliger l’amortissement de Landau 
ionique, impose au moins vg > 4 vyu. On trouve ainsi la condition approchée 
suivante pour la vitesse de glissement : 


vo > Cs = VZiTe/mi 


c'est-à-dire que la vitesse de glissement doit dépasser la vitesse du son 
ionique, qui est évidemment aussi la vitesse de phase des ondes faiblement 
croissantes prés du seuil. 
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Figure 11.19 : Instabilité acoustique ionique de courant dans un plasma 


neutre. : be hes tale . . 
(a) Fonctions de distribution des électrons et des ions. 


(b) Fonction de distribution pondérée. 
(c) Dérivée de la fonction de distribution pondérée. 
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On peut aussi déterminer le domaine des densités instables (11.60), 
(11.61) [ou des nombres d’onde (11.58), (11.59)]. D’après (11.92) et (11.93) 
il est clair qu’on doit avoir pour qu'il y ait instabilité 


(ki. /Wee) < —2 + (Z;T./T;)Re[Z' (w/|kr|vti)] 
Mais d’autre part, pour 
\w|/kp © vo > vei 


ona: 
L, = —2 + (ZiTe/Ti)(vui/vo)? 

et on peut s'attendre à l'instabilité jusqu’à k, = O quand L, devient 

négatif. Autrement dit, le domaine d’instabilité est donné par : 


ZiTe v2, hive. Pile ; w 
Ui Log < Fe = 11. 
nur cae < P| (Ea) | 2 (11.96) 


Cela est représenté schématiquement sur la figure 11.20(a). 


(a) (b) k, stable 
wi 
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Figure 11.20 : Instabilité acoustique ionique de courant électrons-ions. 


(a) Taux de croissance. 


(b) Cones d’instabilité pour la direction de kr. 


Dans les mêmes conditions, c’est-à-dire (11.91) et |w;| < |w,|, on peut 
aussi résoudre la relation de dispersion par des développements limités des 
fonctions Z. Le résultat, pour [w;| & [w,|, est : 


Wr tks (11.97) 
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et 


we a (i = poh £ i) (11.98) 


jwr] ~\8 Mi jwr] 


Du point de vue énergétique, l'instabilité est celle d’une onde d’énergie 
positive (l’onde acoustique ionique) rendue instable par une dissipation 
négative (effet anti-Landau) apportée à l’onde par les électrons quand leur 
vitesse de glissement dépasse la vitesse de phase des ondes (c’est-à-dire la 
vitesse acoustique ionique). 


On peut voir enfin que dans une analyse à trois dimensions de cette 


= 
instabilité, où k, fait un angle @ avec vo, ce qui intervient dans (11.98) 
au lieu de |k,lvo c’est |kr|vo cos@, où vo est maintenant le module [ùo] et 


a 
kr = |k, |. Il en résulte donc que l'instabilité existe dans un cône 0 < 8 < o 
[cf. Fig. 11.20(b)] avec cos? @ > cos? 09 = (c2/v2), ce qui impose à nouveau 
ve > e. 

L’évolution non linéaire de cette instabilité acoustique ionique a été étudiée par 
simulation sur ordinateur. De manière quasi linéaire, l’instabilité évolue en aplatis- 
sant la fonction de distribution électronique dans le domaine des vitesses électroniques 
résonnantes avec les vitesses de phase de l’onde acoustique ionique croissante. Ensuite, 
les champs de grande amplitude engendrés par l'instabilité commencent à produire 
une queue vers les hautes énergies dans la fonction de distribution des ions, et celle- 
ci donne lieu à un fort amortissement de Landau ionique qui arrête la croissance de 
Ponde. L'évolution non linéaire de l'instabilité hydrodynamique de Buneman est plus 
complexe et a été brièvement décrite dans la section 7.3. Plus récemment, des simula- 
tions sur ordinateur de l'instabilité de Buneman ont montré une évolution non linéaire 
avec formation de doubles couches (structures solitaires avec potentiel négatif). De 
telles structures ont été invoquées pour expliquer divers phénomènes dans les plasmas 
spatiaux [206]. La formation de faibles doubles couches a aussi été observée dans les 
simulations sur ordinateur de l’instabilité acoustique ionique ([207], [208]). 


d) Instabilité électrostatique à deux faisceaux d’électrons 
opposés 


Comme dernier exemple d’analyse cinétique des instabilités électrostati- 
ques, on considère le cas de deux faisceaux d'électrons d’égales densités, 
se déplaçant en sens inverses dans un fond continu d'ions immobiles. C’est 
le système que nous avons déjà étudié dans la section 7.4, à cela près 
que nous tenons compte ici des élargissements thermiques des fonctions 
de distribution des deux faisceaux. Nous allons profiter de la simplicité de 
ce cas pour étudier divers modèles de fonction de distribution, et en voir 
l'influence sur les conditions d’instabilité de Penrose. 
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a) Distributions de Lorentz-Cauchy. Supposons que les fonctions 
de distribution des vitesses des deux faisceaux d'électrons opposés soient 
de la forme de Lorentz-Cauchy : 


= a 1 1 
o(w) = m 11.99 
PET Pus 


+ 
2n? | (T ~ ve)? +0222 (T + ve)? +a 


où @ est une mesure des écarts de vitesse dans chaque faisceau. On trouve 
alors pour la fonction de distribution réduite (10.280) : 


x a 1 1 
Fo(we) i E — Uo)? + a2 i (wk + ug)? + z| (11:100) 


ae K 
où ug est la composante de Up parallèle à kr et Fo est représenté sur la 
figure 11.21(a). Comme le minimum de Fo est pour wx = 0, la condition 
nécessaire d'instabilité de Penrose s’écrit : 

N 2a 3u- a? 
Fo (0) Tr 0 253 
m (ug +a?) 


> 0 ;soit :, uo > — (11.101) 
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Figure 11.21 : Instabilité électrostatique à deux faisceaux d’électrons op- 


posés. 
(a) Distributions de Lorentz-Cauchy. 
(b) Courbe de Penrose de limite stabilité-instabilité. 


La condition suffisante d'instabilité de Penrose se déduit facilement de 
(11.43) pour vpe = 0, soit : 


2 2 
Wie Uÿ — a 


KZ (uz + a2ÿ? > 0 ; soit ug > @ (11.102) 
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qui est, évidemment, plus sévère que (11.101). On note que la condition 
suffisante de stabilité de Newcomb-Gardner serait up < (a/V3). Le seuil 
d'instabilité est donné par : 


2 242 
ke ug — à 


FA aT (11.103) 
comme on le voit sur la figure 11.21(b). L’instabilité peut donc seulement 
apparaître pour des nombres d’onde plus petits que (w,/a2V2), c'est- 
à-dire pour des longueurs d’onde plus grandes que la longueur de Debye 
effective du faisceau d’électrons. 

On peut évidemment obtenir les mêmes résultats à partir de la relation 
de dispersion, et on peut alors déterminer d’autres propriétés importantes 
de l'instabilité, telles que le taux de croissance maximum. Pour la distri- 
bution (11.100) la relation de dispersion des ondes électrostatiques (11.30) 
est : 


ET 11.104 
(w — |krluo + ilk.la)? (w + [kp luo + ilk-laæ)? ( ) 


[à comparer avec (7.36)]. D'où : 


2 2,2; 1/27 } 1/2 
w = —i|k,|a + Lu + = f £ (: + we) | (11.105) 


Whe 


où l’on voit que (—ilk,|a) est le taux d’amortissement de Landau pour 
une fonction de distribution de Lorentz-Cauchy. Le maximum de w; en 
fonction de ug obtenu pour : 


uo = 8 [k] = Uomax (11.106) 
est égal à : 
Wi max = Ne — |k.la = |k,| (me _ a) (11.107) 


On obtient aussi à partir de (11.105) la valeur du seuil d’instabilité pour 
(k2/w.), et l’on retrouve le résultat (11.103). 


8) Distributions maxwelliennes. Supposons maintenant que les fonc- 
tions de distribution des vitesses pour les deux faisceaux opposés soient des maxwel- 
liennes déplacées. La fonction de distribution réduite (10.280) du système est alors : 


afro EE] EE] e 


folwk) = 
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Figure 11.22 : Distributions maxwelliennes dans deux courants opposés. 


où v2, = (2kTe/me) = v2, et Te est la température électronique des deux faisceaux. Cela 
est représenté sur la figure 11.22 où l’on voit que (contrairement au cas des distributions 
de Lorentz-Cauchy de la figure 11.21(a)) la queue vers les hautes énergies (|wx| — oo) 
tend très rapidement vers zéro ; c’est-à-dire que pour Vte ~ a, il y a moins de particules 
de grande vitesse dans une maxwellienne que dans une distribution de Lorentz-Cauchy. 
On peut montrer que pour (11.108) la condition nécessaire de Penrose Fg (0) > 0 
impose : 


uo > vte/ V2 (11.109) 
tandis que la condition suffisante de Penrose donne : 
1 = 
= [z (=) +Z (=) >0 (11.110) 
2ve Vie Ute 
et impose donc : 
ug > 0.9 Vte (11.111) 


La relation de dispersion électrostatique (11.31) pour une distribution maxwellienne 
(11.108) peut s’exprimer avec la dérivée de la fonction de dispersion des plasmas (cf. 
paragraphe 10.3.4(c)) sous Ja forme : 


w?./2 — |kr k 
1-2 é |z (= | e) + 7) ‘cae me] =0 (11.112) 
k2ve, lkrlvte lkrlvte 
Au seuil d’instabilité w = 0, ona: 
2k2 2 
Ze = 2Re [z (=)| (11.113) 
we Ute 


Comme le maximum de Re[Z’(¢,)] est 0.57, et se produit pour Cr % 1.5, on trouve pour 
l'instabilité 


k2 2 
(52) =0.57 pour 2 & 1.5 (11.114) 
max 


Ve 
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En comparant les principaux résultats pour les distributions de 
Lorentz-Cauchy et de Maxwell, c’est-à-dire (11.101) avec (11.109), (11.102) 
avec (11.111), et (11.103) et la figure 11.24 avec (11.114), on trouve que les 
résultats sont trés voisins. La raison en est que les modes instables se pro- 
duisent pour |w,/k,| < uo où les deux types de fonctions de distribution 
ont à peu près les mêmes formes et modules, de sorte que l’amortissement 
de Landau et l’anti-amortissement sont assez peu différents dans les deux 
cas. (N.B. : Il n’en serait pas de méme pour les ondes instables dont les 
vitesses de phase seraient dans la queue vers les hautes énergies de la fonc- 
tion de distribution, comme par exemple dans certaines instabilités fais- 
ceau d’électrons-plasma ou dans l'instabilité de Buneman des deux sections 
précédentes.) 


11.4 Théorie cinétique des instabilités 
électromagnétiques 


11.4.1 Discussion générale 


Nous terminons ce chapitre par la théorie cinétique des instabilités 
électromagnétiques dans un plasma uniforme et non magnétisé et sans 
champ électrique. Les équations de Vlasov-Maxwell linéarisées décrivant un 
tel plasma ont été données au début de section 10.4 [cf. équations (10.240) 
(10.251)]. Nous nous limitons encore ici à une description non relativiste 
de la dynamique, mais nous considérons maintenant des plasmas ayant 
des distributions éventuellement anisotropes et par suite linéairement in- 
stables. En général, les modes naturels dans un tel plasma ne peuvent 
pas, comme nous allons le voir, étre séparés en modes électrostatiques et 
électromagnétiques. Dans la suite, pour établir la stabilité ou instabilité, 


= 

nous supposerons le vecteur d’onde k réel mais pour alléger les notations 
nous omettrons l’indice r. 

i Rs Dp : : . gs Pe 

La divergence de B, étant nulle, Bı est toujours perpendiculaire à k. 


De plus, l’équation de Faraday (10.248) montre que Bi est aussi perpendi- 
culaire à Ei . D’autre part, Ei peut en général avoir une composante (dite 
longitudinale) Er parallèle à F et une composante (dite transverse) Er 
perpendiculaire à F. En utilisant (10.248) pour exprimer Bi en fonction 
de de E et en portant le résultat dans (10.247) on obtient : 


: — o : = A 
fj = AN E Ole | E E did 
(w— k -@) w Ow w OW 
w— + Ww 
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qui pour une distribution d'équilibre isotrope se réduit à (10.254). Cepen- 
dant, de manière plus générale, en utilisant (11.115) et (10.245) et en 
reliant la densité de courant au champ électrique au moyen du tenseur de 
susceptibilité, comme dans (10.255), on trouve : 


(11.116) 


où l’on a introduit la fonction (10.159) de distribution d'équilibre pondérée 
$o. Pour une distribution d'équilibre pondérée arbitraire, les neuf compo- 


= = => 
santes du tenseur du deuxième ordre X sont différentes de zéro et X : Fy 
ne peut plus s'exprimer sous la forme simple (10.257) des distributions 


d’équilibre isotropes. En utilisant (10.255), et en écrivant Ei = Er + Er, 
les équations de Maxwell (10.248) et (10.249) deviennent : 


=> o> = 
k x Er ~wB, =0 (11.117) 


F xBi+ SA (EL + Er) =0 (11.118) 
où l’on a introduit le tenseur de permittivité : 
=e = + 

K(k ,w) =64+X(k ,w) (11.119) 


En multipliant vectoriellement (11.117) par k puis en portant (k x Bi) 
dans (11.118) on obtient le système homogène d'équations algébriques pour 
Ey: 
A= => 
N Er — K. (Er + Er) =0 (11.120) 
où l’on a posé (ck/w) = N et supposé w Æ 0. Sur (11.120) on voit que 
si aucun des éléments du tenseur de permittivité n’est nul, les champs 


transverses Er et longitudinaux E; sont couplés. Pour le champ total Ey ; 
on trouve de même, en revenant à (11.117) et (11.118) et en répétant les 
étapes qui conduisent à (11.120) : 


(NN — N76) + K]-E, =0 (11.121) 
qui est de la forme : 
= -> = 
D(K ,w)-E, =0 (11.122) 
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et définit en général le tenseur de dispersion : DR, w). Pour des solutions 


non triviales (Ei # 0) de (11.122), le déterminant de D doit s’annuler, ce 
qui donne la relation de dispersion : 


D(k w) = det[D(k ,w)] = 0 (11.123) 


En résolvant (11.123) on obtient les modes naturels w(K) = w(K) + 
=% 

iw;( k ), où l’on a supposé E réel. La stabilité est alors assurée si wil k) 

est négatif pour tout F, tandis que si wilk) est positif pour une cer- 


ER 
taine valeur de k , l'équilibre est linéairement instable. Pour des distribu- 
tions d'équilibre arbitraires, même dans un plasma uniforme et sans champ 


électrique, ce calcul de w(k) ne peut pas étre fait analytiquement. 
Pour des distributions d’équilibre isotropes (cf. paragraphe 10.4.2) le 


tenseur de susceptibilité X (et donc aussi le tenseur de permittivité K) sont 
diagonaux et (11.120) montre directement que les champs transverses et 
longitudinaux sont découplés. On obtient alors des relations indépendantes 
de dispersion pour les modes transverses électromagnétiques et longitu- 
di—-naux électrostatiques. Cela conduit au modes naturels stables décrits 
au paragraphe 10.4.2. 

Comme nous l’avions alors annoncé, nous considérons maintenant une 
classe spéciale de fonctions de distribution anisotropes pour lesquelles on 
peut encore obtenir des modes transverses électromagnétiques et longi- 
tudinaux électrostatiques indépendants. Nous trouverons que les modes 
électrostatiques ont la même relation de dispersion que celle déjà trouvée 
dans la section 11.3 de ce chapitre, tandis que la relation de dispersion 
électromagnétique nous permettra de faire la théorie cinétique des insta- 
bilités électromagnétiques de Weibel dans les plasmas ayant des distribu- 
tions d’équilibre anisotropes. En particulier, nous pourrons voir les effets 
de l'agitation thermique sur l’instabilité de Weibel dans des faisceaux op- 
posés étudiée pour les faisceaux froids au paragraphe 7.5.3. 


11.4.2 Distributions anisotropes symétriques 
perpendiculairement à k 


En utilisant l’expression générale du tenseur de susceptibilité pour un 
plasma uniforme, sans champ électrique (11.116), on peut montrer (cf. 
problème P11-8) que si les fonctions de distribution d'équilibre sont 
symétriques par rapport aux deux coordonnées cartésiennes perpendicu- 
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—+ 
laires à k , c’est-à-dire si : 
f wrifsodwr, = 0 (11.124) 


et : 
J'ursfoture = 0 (11.125) 


le système (11.120) se sépare en trois équations indépendantes, une pour 
= on O 5 = — 

chaque composante de E1, c’est-à-dire E71, Erg et Er, où T1, T2 et L 

> > > 

forment un système de coordonnées cartésiennes, avec Er = Er: + Epo 

(cf. Fig. 11.23). En d’autres termes, dans ce systéme de coordonnées et avec 


(11.124) et (11.125) satisfaites, le tenseur de dispersion D(K ,w) défini 
par (11.121), et compte tenu de (11.116), devient diagonal ; ainsi (11.123) 
donne trois relations indépendantes de dispersion (cf. problème P11-8). En 
récrivant (11.116) sous la forme : 


X(F,w) = f Taw (11.126) 
iT, 
EEE 
R F 
k 
7% W J 
T, 
E, 
() Ta 


Ta 


Figure 11.23 : Polarisations des champs pour les trois modes indépendants. 


(a) et (b) Ondes transverses électromagnétiques. 
(c) Ondes longitudinales électrostatiques. 


276 Théorie cinétique des instabilités dans les plasmas non magnétisés 


où le vecteur M est donné par le grand crochet dans (11.116) divisé par 
w? on trouve : 


e pour Er; £0: 


T 2 
Dri( k ,w) =1-—N*+ wriMridw = 0 (11.127) 


==> 
e pour Er: #0: 


Dro( k w) =i =N? +] wroaMredw = 0 (11.128) 


= 
eet pour By #0: 
SEs 
Di(E,u)=14 f wrMrdw=0 (11.129) 


Remarquons qu’à part les contraintes de symétrie (11.124) et (11.125), les 
distributions d’équilibre peuvent être arbitrairement anisotropes. 

On peut montrer que la relation de dispersion (11.129) est identique à 
la relation de dispersion électrostatique longitudinale (11.31) (cf. problème 
P11-9). Remarquons que (11.124) et (11.125) n’imposent aucune restric- 
tion à la forme de fso en fonction de wy = wx. L’instabilité de ces modes 
a été étudiée dans la section 11.3. Dans le reste de ce chapitre nous con- 
sidérons donc seulement les modes transverses électromagnétiques associés 
à (11.127) et (11.128). 

Pour simplifier les notations, prenons comme système de coordonnées 
cartésiennes (x, y, z) le trièdre (L, T1, T2), et pour le vecteur d’onde : E = 


k,éz. Pour les modes avec E dans la direction y la relation de dispersion 
est alors (11.127). Il y a trois formes de (11.127) que nous trouverons 
utiles : 

ek? 1 Wy 

w? w (w = kr Wz) 


kz G ð ð |, 


Dry(kz,w) 1 


w Owy 
ek? we k w?(0ÿ0/0wz) 
= jolie NP. fe f MOO ewe) : 
w? we w? (w — kzWe) dw (11.131) 
Ek? v k wo 
Srn iS D RU, = = 0 (11. 
w? ww J (w — krwr)? dir= 0411.132) 


avec we = )>,w?,. En examinant (11.127) et (11.128) on voit que, si l’on 


23 
choisit le champ transverse Æ; dans la direction z, la relation de dispersion 
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Dr.(k;,w) = 0 pour le champ transverse polarisé suivant z est identique 
à (11.130)-(11.132) sauf que wy est remplacé par w,. En général, les deux 
relation de dispersion, Dr,(kz,w) = 0 et Dr. (k,,w) = 0, correspondent à 
deux ondes planes indépendantes de propriétés différentes. 


Dans le cas spécial où les distributions sont isotropes dans le plan perpendiculaire 

— à x 
à k, c'est-à-dire fso (W) = fso(wa, w? ), avec w? = we + w?, (11.132) montre que 
les relations de dispersion transverses sont identiques, Dry(ks,w) = Dr,(kz,w), et la 
polarisation du champ transverse est alors en général elliptique (cf. problème P11-10). 


Quand la distribution est complètement isotrope, feo(W) = feo (w?), (11.130) redonne 
(10.268) (cf. problème P11-11), c’est-à-dire les ondes stables décrites au paragraphe 
10.4.2(a). 


a) Faisceaux opposés avec anisotropies de température 


La relation de dispersion de l'instabilité électromagnétique à deux fais- 
ceaux froids opposés, étudiée dans la section 7.5.3, s’obtient pour : 


fo = 6(@) (11.133) 


et : 

z 1 

feo = z êw — vo) + (wy + vo)]ó(we)ó(wz) (11.134) 
qui représentent une composante ionique stationnaire froide et deux fais- 
ceaux identiques d'électrons froids opposés dans la direction y. L’équation 
(11.132) donne alors la relation de dispersion des ondes transverses se pro- 
pageant perpendiculairement aux faisceaux et ayant leur champ électrique 


parallèle aux faisceaux : 


2 12 2 2 p2,,2 
ckz Wp  Wpe kz UH 


= 1 
w2? w? w? w? 


=0 (11.135) 


qui est identique à (7.90) (à part les changements de noms des coor- 
données). Comme on l'a vu au paragraphe 7.5.3, cette relation prévoit 
deux types d'ondes. L'une est l’onde électromagnétique de haute fréquence 
habituelle, stable avec une vitesse de phase plus grande que la vitesse de 
la lumière (w,/k; > c; wi = 0). L'autre est une onde instable purement 
croissante [wr = 0 ; w;(k.) > 0] pour laquelle |w|? < c?k? et que nous 
avons appelée une instabilité de Weibel [90]. 

Dans ce qui suit nous considérons les effets de dispersion finie des 
vitesses dans les fonctions de distribution des particules du plasma. En 
général, les instabilités de Weibel sont dues à une anisotropie énergétique 
des particules du plasma. Nous considérons donc des fonctions de distribu- 
tion qui représentent non seulement des faisceaux opposés mais aussi des 
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élargissements thermiques anisotropes. Posons donc : 


(wz + Uso)? + w2 | | exp(—uw2/vi)) 
+ exp |— (11.136 
| v2, Vs] VT 


qui représente, pour chaque espèce de particules s, une distribution max- 
wellienne en wr de température Tsj avec vi] = (2«T,)/m),, une distribu- 
tion de faisceaux opposés en w, de vitesse moyenne vso et de température 
T, avec v? i = (2kTs1/m), et une distribution maxwellienne en wy de 


température aussi égale à Ts]. Cela est représenté sur la figure 11.24. Pour 
— 
k =k,éz, c’est-à-dire une propagation perpendiculaire à la direction des 


faisceaux, et E = Eyey la relation de dispersion se déduit de (11.131), 


Figure 11.24 : Faisceaux opposés avec anisotropies de températures ; dis- 
tributions dans trois plans parallèles aux coordonnées de vitesse. 
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soit : 


21.2 2 2 
€ k£ wy Wps Ts 
w? w? : w? 2T; 


Dry(kz,w) =1 Z'(Ey)=0 (11.137) 
où Z’ est la dérivée de la fonction de dispersion des plasmas (cf. Appendice 


A10-1), et son argument est £s = (w/|kz|v5). De même, pour E = Ezez 
on obtient : 


ek? we Wes KT + Mvo 1 
Drz(ke,w) =1- TE — 5D a T Z' (Es) = 0 (11.138) 


s 


(cf. problème P11-12). Remarquons que pour vso = 0 les relations de dis- 
persion (11.137) et (11.138) sont identiques, comme pour toute distribution 


isotrope dans le plan perpendiculaire à F. Side plus T1 = Ts), (11.137) et 
(11.138) redonnent la relation de dispersion des ondes électromagnétiques 
dans un plasma maxwellien et, comme on l’a vu au paragraphe 10.4.2(a), 
pour les ondes de haute fréquence avec une vitesse de phase supérieure à 
c, le dernier terme contenant la fonction Z’ est inexact parce que les fonc- 
tions de distribution d’équilibre choisies ne sont pas des maxwelliennes 
relativistes correctes. 

En comparant (11.138) et (11.135) il devient clair qu’un élargissement 
thermique dans les faisceaux parallèlement à leur vitesse moyenne tend 
à stabiliser les modes de k, élevé. Au contraire lélargissement ther- 
mique perpendiculaire peut être déstabilisant. En fait, (11.137) suggére 
que l’anisotropie de température en elle-même, c’est-à-dire en l’absence de 
courant, est déstabilisante pour les longueurs d'onde assez grandes. Plutôt 
que d’essayer de résoudre ces relations de dispersion, on peut trouver ces 
effets cinétiques importants en étudiant la condition de seuil d’instabilité 
de ces modes purement croissants. C’est ce que nous faisons maintenant. 


b) Conditions pour une instabilité purement croissante 


Les conditions d’instabilité, et le domaine des nombres d’onde instables, 
peuvent être déduits de la forme générale de la relation de dispersion 
Dry = 0, (11.130)-(11.132), ou Dr, = 0, en supposant qu’au seuil 
d'instabilité w, = 0, c’est-à-dire que l'instabilité est purement croissante. 
Pour trouver ces conditions, on part de (11.131) et pour w, = 0 et wi = 0*, 
on applique les formules de Plemelj (10.146) et l’on égale à zéro les parties 
réelle et imaginaire de cette équation, d’où : 


29+ 
-w = ck? ++ Pf EP au (11.139) 


280 Théorie cinétique des instabilités dans les plasmas non magnétisés 


et : 


aso 
= 2 0Ps 
= J w E we) du (11.140) 
(11.140) impose donc : 
OPso re 
(2 ba =0 (11.141) 


c’est-à-dire que %,0 doit être maximum ou minimum à w, = 0. On obtient 
alors, à partir de (11.139), l'instabilité pour : 


2 A 
24 [Vu Iso 
( + ue ue au) <0 (11.142) 
Le domaine de nombres d’onde instablés est ainsi donné par : 
w ag 
0 < Ck < l- (4 + | P dw (11.143) 
Wr OWzr 


Pour les distributions particulières (11.136) on trouve ainsi la condition 
d'instabilité : 


2 KTs1 +msv2p 
Su, (1 = cae) <0 (11.144) 
5 sil 
et pour le domaine de nombres d’onde instables : 
w, (KT, + Mv? 
Dee Bs (wet "80 _ 11.145 
<> Ta (11.145) 


On voit que dans le cas de deux faisceaux opposés, la condition d’instabilité 
impose, au moins pour l’un des faisceaux, KT, + mvj > «7. Pour un 
plasma électron-ion dans lequel les ions ont une vitesse moyenne nulle 
(vio = 0) et sont isotropes en température (T;1 = Tj), tandis que les 
électrons forment deux faisceaux opposés avec anisotropie de température, 
la condition nécessaire et suffisante d’instabilité est simplement : 


2 
Tel | Mevo 


ii de 11.146 
Tey KT ei l ) 


Elle est représenté sur la figure 11.25. On peut montrer que cette condition 
reste vraie même avec un élargissement thermique en wy différent de Ts ; 


l'élargissement thermique dans la direction du champ Bi du mode n’a 
aucun effet sur l'instabilité de Weibel à faisceaux opposés (cf. problème 
P11-13). Remarquons aussi que (11.145) montre que les grandes valeurs de 
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Is 


on 


_ 


instable 


Ma LAA 
x Ty 


Figure 11.25 : Courbe de seuil pour l'instabilité de Weibel de deux faisceaux 
opposés d'électrons. 


k sont stabilisées par un élargissement thermique parallèle à la direction 
de kz, contrairement au modèle de plasma froid du paragraphe 7.5.3, où 
les kz arbitrairement grands ont été trouvés instables. 

D'autre part, même en l'absence de faisceaux opposés, quand vso = 0, 
le plasma est instable si T,, > Ty, c’est-à-dire s’il est thermiquement 
anisotrope. C’est ce qu’on a vu à la fin du paragraphe 11.2.2(b) où un tel 
plasma a été trouvé stable pour les perturbations électrostatiques, mais 
nous y revenons maintenant. 


c) Instabilité de Weibel par anisotropie de température 


L’instabilité cinétique de Weibel la plus simple correspond au cas ot il n’y 
a pas de courants et où seuls les électrons ont une anisotropie de tempé- 
rature. Il y a alors instabilité, d’après (11.146), quand : 


Tet > Te] (11.147) 
et l'intervalle de nombre d’ondes instables est : 
2 
2 We Tei — 2.2 
1)=Kk 11.148 
0 < k£ < 2 Ge ) z ( ) 


De faibles anisotropies de température existant souvent dans les plas- 
mas, il est intéressant de résoudre la relation de dispersion dans un tel cas 
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et de calculer le taux de croissance. Comme les ions ne jouent aucun rôle, 
on peut négliger leurs mouvements en faisant m; — oo. On peut aussi 
faire w, = 0, négliger le courant de déplacement (|w|? < c?k?), et pour des 
anisotropies faibles, c’est-à-dire [(T.1 — Te;)/Tej] 1, supposer |&_))| 1 
de sorte que (11.137) donne de manière approchée : 


T 
22. 2 el Tel w? 
Ck, +w (1 = ) — i Vn ——_— 11.149 
El Te} Toy? LE ri ) 


En résolvant, on trouve : 


[kale Tey (Tes k2 
= ell “ell [el _ 1) (y Be ; 
Ki VT Ten Tell k2 u 150) 


qui est maximum pour |k,| = (k./V3) et égale à : 


Wi max _ 2 Te (F el i)" Vell 
Whe ~ 83y 87 Tel Tell 


On voit que, de manière caractéristique, les taux de croissances d’instabilité 
électromagnétique sont proportionnels à wpe(v;/c). Le taux de croissance 
(11.150) est représenté schématiquement sur la figure 11.26. Seules les 
ondes de grande longueur d’onde sont instables. 


(11.151) 


Figure 11.26 : Instabilité de Weibel par anisotropie de température élec- 
tronique. 


L'évolution non linéaire de l’instabilité de Weibel a été étudiée par simulation sur 
ordinateur (209] et brièvement décrite au paragraphe 7.5.3(c). En fait [209] est même 
plus important pour les aspects cinétiques traités dans ce chapitre. Des instabilités 


Problèmes 283 


électromagnétiques conduisant à une filamentation non linéaire des faisceaux d'électrons 
ou d'ions dans les plasmas ont été aussi étudiées par simulation sur ordinateur ([210}, 
(211]). Elles ont une grande importance pour la propagation des faisceaux intenses en 
fusion par confinement inertiel. 


11.5 Problèmes 


P11-1 Non-unicité de l’équation de conservation 
de l’énergie de perturbation 


Montrer que toute fonction régulière et différenciable M(f;), où fs satisfait l'équation 
de Vlasov (10.6) avec (10.7), satisfait aussi (11.4). Montrer ainsi que la moyenne intégrée 
dans l’espace de l'équation de conservation des différences avec l'équilibre (11.3) peut 
s’écrire sous la forme (11.5). 


P11-2 Equation de conservation au second ordre 
par rapport aux champs 


En partant de la moyenne intégrée dans l’espace (11.5) de l'équation de conservation 
des différences avec l’équilibre, développer tous les champs en série de perturbations, 


fs = fso + foi + fs2 =... (11.152) 
— — + > 
B = Bo + Bı + Bet... (11.153) 
= => Er d 
B=E, = E+... (11.154) 


où les indices inférieurs indiquent l’ordre de perturbation (par exemple, |fso| >> |fs1| > 
|fs2| © ...), et montrer qu’au second ordre (11.5) devient (11.6). 


P11-3 Equation de conservation de l’énergie 
de perturbation moyennée sur l’espace, pour 
des distributions isotropes 


Pour un plasma homogéne dans un champ magnétique uniforme Bo = 2Bo, dont les 
distributions d’équilibre sont isotropes, c’est-à-dire fso = sÈ (w?), montrer directe- 
ment à partir des équations linéarisées de Vlasov-Maxwell que, pour des perturbations 
périodiques dans l’espace, l'énergie est : 


_ €0E? pan (ai 2 
v= fa]? = +2 fen Fon) fa (11.155) 


où l'intégrale est prise sur une période. 
Note : En partant des équations linéarisées de Maxwell, écrire l’équation de Poynting 


linéarisée. Remarquer ensuite que pour obtenir E- Jè à partir de l'équation de Vlasov 

non relativiste linéarisée, on multiplie celle-ci par — % (dfo /dw?)1f: et on Vintégre sur 

l’espace des vitesses. Calculer enfin chaque terme pour obtenir le résultat ci-dessus. 
Dans quelles conditions U peut-elle être négative ? 
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P11-4 Conditions nécessaires et suffisantes de Penrose 
pour l’instabilité électrostatique 


a) Trouver un transformé possible de l’axe réel w dans le plan complexe J qui montre 
que la première condition d’instabilité de Penrose (11.45) n’est pas suffisante. 


b) A partir des transformés typiques de laxe réel w dans le plan complexe I (par 
exemple, ceux des figures 11.5 et 11.7) montrer que la seconde condition de 
Penrose pour l'instabilité est une condition suffisante. (Note : on considère la 
traversée de l'axe réel J, au maximum /,, par la courbe Ir.) 


P11-5 Ondes faiblement amorties sur un faisceau 
maxwellien d'électrons 


Pour un faisceau d’électrons non relativistes avec une dispersion maxwellienne des 
vitesses, la fonction de distribution électronique est donnée par (11.53). On suppose 
qu’il y a un fond continu neutralisant d’ions immobiles et que le faisceau d'électrons est 
bien défini, c’est-à-dire que vo > vte. 


a) Montrer que les relations de dispersion pour les ondes faiblement amorties rapides 
et lentes sont données par (11.55). 


b) Établir le taux d'amortissement de Landau pour ces ondes et montrer qu’elles restent 
faiblement amorties jusqu’à environ wr < 0.3(vo/ute)wpe. 


P11-6 Interaction faisceau d’électrons-plasma : 
faisceau chaud et plasma froid 


On considère l'instabilité faisceau d’électrons-plasma [paragraphe 11.3.5(b)| dans la 
limite d’un plasma froid et d’un faisceau de haute température, avec npo & npo. 


a) Pour les hautes fréquences wr & krvo © wp, établir le résultat (11.77) pour le 
maximum du taux de croissance. 


b) Montrer que pour les basses fréquences, telles que wr ~ krvo < wp, il n'y a pas 
d'instabilité si 


et noter que ces instabilités résonnantes qu’on a trouvé pour un faisceau froid 
et un plasma froid [cf. section 7.2.2, équation (7.20)] sont stables pour les 
températures de faisceau assez faibles. 


c) En revenant aux instabilités & hautes fréquences, établies dans la partie (a) ci- 
dessus, montrer que les collisions des électrons du plasma froid peuvent détruire 
Pinstabilité ; établir la condition sur la fréquence de collisions vp des électrons 
du plasma froid qui donne la stabilité. Ce résultat est la “condition de stabilité 
de Singhaus” [200] ; mais cf. aussi [198]. 


P11-7 Faisceaux d’électrons opposés maxwelliens 


a) En partant de la fonction de distribution réduite (11.108), établir les conditions 
d'instabilité de Penrose. 


b) Montrer que (11.110) donne de manière approchée (11.111) comme seuil de vitesse 
moyenne pour l'instabilité. 
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P11-8 Conditions d’existence de modes 
indépendants transverses électromagnétiques 
et longitudinaux électrostatiques 

En partant de la susceptibilité (11.116) pour un plasma uniforme non magnétisé et sans 


champ électrique, qui est valable pour toutes les distributions d’équilibre anisotropes 
fso(@), montrer que si ces distributions satisfont les contraintes (11.124) et (11.125) de 


symétrie par rapport aux deux directions orthogonales perpendiculaires à F, (11.120) 
se réduit aux trois équations indépendantes (11.127)-(11.129). 


En déduire que le tenseur de dispersion Dkw) donné par (11.121) et (11.122) est 
diagonal. 


P11-9 Relation de dispersion électrostatique pour 
des distributions anisotropes 
Montrer que pour des distributions anisotropes qui satisfont les conditions de symétrie 


(11.124) et (11.125), la relation de dispersion électrostatique (11.129) est la même que 
(11.31) qui a été utilisée pour établir les conditions d’instabilité de Penrose. 


P11-10 Modes TEM pour des distributions isotropes 


perpendiculairement à k 


Montrer que pour une direction de propagation donnée, F= ke», et si feo(W) = 
fsolwe, w?) les deux relations de dispersion transverse électromagnétiques (11.127) et 
(11.128) sont identiques. 


P11-11 Modes TEM pour des distributions isotropes 


Montrer que pour des distributions isotropes fso(w) = fso(w?) = Fo les relations de 
dispersion (11.127) et (11.128) se réduisent à (10.268) établie dans la section 10.4 en 
supposant ab initio que les distributions étaient isotropes. 


P11-12 Faisceaux opposés avec anisotropies de 
températures : relations de dispersion TEM 


a) En partant de la distribution anisotrope (11.136), établir les deux relations de dis- 
persion transverses (11.137) et (11.138). 


b) En utilisant un schéma semblable à celui utilisé pour montrer la physique de 
l'instabilité de Weibel dans un plasma froid [Fig. 7.12, paragraphe 7.5.3(a)], 
expliquer la condition d’instabilité (11.146). 
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P11-13 Instabilité de Weibel : effet de l’élargissement 


thermique dans la direction de B; 


On considère le cas plus général (que 11.136) de faisceaux opposés avec anisotropies de 
températures : 


— Ui w v 2 
te = À {es wes | aoe jeu] | 


exp(—w?/v2) exp(—w?, /v?,, ) 
TSIZ EVtkUtB 


=e . a x A 
où pour une direction donné de k on a choisi les champs TEM avec E1 parallèle à la 
vitesse moyenne + . Les élargissements thermiques vg, Vik, et veg dans les directions 


— — — n ` r 
orthogonales E1, k , et B1, sont tous les trois différents. 


a) Établir la relation de dispersion TEM qui donne l'instabilité de Weibel des faisceaux 
opposés et noter qu’elle est indépendante de vg. 


b) En utilisant le schéma de la partie (b) du problème P11-12, expliquer physiquement 
pourquoi vg n’a aucun effet effet sur cette instabilité. 


c) Quelles autres instabilités sont dues au fait que veg # Vik OU YB É WE? 


Chapitre 12 


Théorie cinétique des gaz 
faiblement ionisés 


12.1 Introduction 


Dans le chapitre 1 nous avons vu que dans le cas des gaz faiblement ionisés 
le mouvement des électrons était déterminé essentiellement par les champs 
appliqués et les collisions avec les neutres ; nous avons également défini 
le modèle du gaz de Lorentz, électrons-neutres, qui repose sur les deux 
inégalités 
Ne K No (12.1) 
Me K Mo (12.2) 


où ne est la densité des électrons, no celle des neutres ; Me et Mo sont leurs 
masses respectives. 

Dans ce chapitre nous nous proposons d’établir et de discuter ce modèle 
et de l'appliquer au calcul des coefficients de transport électroniques dans 
les gaz faiblement ionisés. Les résultats obtenus seront utiles notamment 
dans les domaines d'étude suivants : 


e décharges dans les gaz de faible puissance, 
e ionosphére jusque vers 250 km d'altitude, 


e plasmas denses et pas trop chauds (flammes, convertisseurs magné- 
tohydrodynamiques. .. ). 


Bien que l’application de ce modèle doive être limitée au domaine des 
gaz très faiblement ionisés, son étude est très intéressante parce qu’elle 
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permet d'introduire de façon claire un certain nombre de notions fonda- 
mentales, en particulier des définitions précises des fréquences de relaxation 
des électrons. Le plan du chapitre est le suivant. 

Dans la section 12.2 nous établissons d’abord les bases d’un modèle 
de théorie cinétique assez simple et très puissant, celui du gaz de Lorentz 
électrons-neutres, que nous avons déjà rapidement présenté dans la sec- 
tion 1.9. 

Nous l’appliquons ensuite, dans les sections 12.3 et 12.4, à l'étude de la 
relaxation des anisotropies électroniques, puis à l’entretien de celles-ci par 
un champ électrique, c’est-à-dire au calcul de la conductivité électrique du 
gaz. 

Dans la section 12.5 nous analysons l’échauffement du gaz d'électrons 
par l'effet combiné du champ électrique et des collisions (effet Joule), et 
nous montrons que dans le strict modèle de Lorentz, celui-ci conduit pro- 
gressivement à un échauffement infini, ce qui rend incorrecte la méthode 
de perturbation utilisée. 

Dans les sections 12.6 et 12.7, nous introduisons le petit échange 
d'énergie par collisions entre les électrons et les neutres (modèle de Lorentz 
imparfait), et nous montrons qu'il peut ainsi en général s’établir un régime 
d'équilibre entre l’échauffement par effet Joule et le refroidissement par 
collisions, ce qui permet d’établir le calcul de la conductivité électrique sur 
des bases solides (à ceci près que la théorie devrait être améliorée en tenant 
compte des collisions inélastiques, sujet que nous ne faisons qu’effleurer, 
parce qu’il ne peut être abordé de façon exacte que par des méthodes de 
calcul numérique sur ordinateur des fonctions de distribution). Dans la sec- 
tion 12.8 nous appliquons les mêmes méthodes à l’analyse de deux autres 
phénomènes de transport des électrons : diffusion libre des électrons et 
conductivité thermique électronique. 

Enfin, dans la section 12.9 nous définissons une famille de gaz 
moyennement ionisés, appelés plasmas intermédiaires. Ceux-ci sont carac- 
térisés par d'importants échanges d'énergie entre électrons, avec comme 
résultat que, moyennant certaines conditions, la fonction de distibution 
électronique est @ priori maxwellienne. Cette situation est assez fréquente 
en pratique, et très intéressante parce que la théorie cinétique se sim- 
plifie beaucoup en se ramenant essentiellement à la détermination de la 
température électronique par une équation de bilan d’énergie. 
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12.2 Gaz de Lorentz électrons-neutres 


12.2.1 Couplages électrons-ions-neutres 


Un gaz ionisé peut a priori contenir des électrons, des ions positifs, des 
neutres (molécules ou atomes) dans leur état fondamental ou dans un état 
excité. Nous désignons par ne, Ni, No et n leurs densités respectives. Dans 
ce chapitre nous supposerons n = 01. 

Si donc on désigne par Wz, W, We la vitesse d'un électron, d’un ion 
ou d’un neutre, l’état statistique du gaz peut être représenté par trois 
fonctions de distribution : 


fer, We, t) (12.3) 
fil 7", Wi, t) (12.4) 
FT; Wat) (12.5) 


relatives respectivement aux électrons, aux ions et aux neutres. Ces trois 
fonctions obéissent à un système d'équations couplées : 


A ep Ce ee + Cei + Ceo (12.6) 
ot OT Me Où 
fe O Xe Oh; 
Sr Fw + — = Ci + Cie + Cio 12.7 
ot OT mi «Aw 


NE 
OF, ie: uk eos oh = Coo + Coe + Cai (12.8) 
ot r Mo AW, 


dans lesquelles Cee, Cei et Ceo, par exemple, représentent l'action sur les 
électrons des collisions avec les autres électrons, les ions et les neutres. Ce 
système fait apparaître deux types d’interactions entre les diverses espèces 
de particules : 


e les termes de collisions tels que Ceo qui figurent au deuxième mem- 
bre ; en général ils peuvent représenter l’effet des collisions élastiques 
et celui des collisions inélastiques 


1. Lorsque les molécules ou atomes possèdent des niveaux d'énergies métastables on 
peut avoir n* Æ 0. Si d’autre part les neutres sont électronégatifs il peut y avoir forma- 
tion d’ions négatifs. 
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e les interactions du type charge d’espace en ce qui concerne les par- 
ticules chargées ; celles-ci sont incluses au premier membre dans les 
termes tels que : 


= 
Me Où 


Il est à noter que ces deux espèces d'interactions se traduisent dans le 
système (12.6) à (12.8) par des termes quadratiques par rapport aux fonc- 
tions de distribution. 

Dans ce chapitre nous étudions les propriétés locales du gaz sans 
préciser l’origine du champ électromagnétique à l’endroit considéré. Nous 
négligeons d’autre part les collisions inélastiques entre particules (la va- 
lidité de cette hypothèse sera discutée a posteriori à la fin du chapitre). 


12.2.2 Modèle de Lorentz électrons-neutres 


Enfin nous nous limitons aux gaz dans lesquels la composante neutre est 
homogène ; on peut donc négliger dans l’équation (12.8) le terme de dif- 


fusion ; on néglige également les forces appliquées aux neutres ‘oe = 0). 
Enfin, on admet que, par suite de la condition (12.1), l’action des électrons 
et des ions sur les neutres est négligeable. 
Par conséquent, l’équation (12.8) peut finalement se mettre sous la 
forme : 
OF, 


ot 


C’est exactement celle que l’on aurait pour un gaz de neutres en l’absence 
de toute autre particule ; nous admettons que l’on a attendu suffisamment 
longtemps pour que ce gaz de neutres ait atteint son état d'équilibre avec 
les parois de l'enceinte qui le renferme”, autrement dit, la fonction F, sera 
la maxwellienne représentée par la formule : 


F, = no (27% PT -mou?/2nTo (12.10) 
° 2 LOTATS l 


Dans les équations (12.6) et (12.7), on peut négliger les collisions en- 
tre particules chargées. En effet, par suite des conditions (12.1) et (12.2), 


2. On pourrait généraliser cette situation en considérant un gaz faiblement ionisé en 
écoulement. La fonction de distribution Fo des neutres serait alors déterminée en chaque 
point par les conditions de l'écoulement, comme si le gaz ne contenait que des neutres. 
Dans l'étude de la dynamique des électrons et des ions, on pourrait alors considérer Fo 
comme donnée à chaque instant en chaque point du gaz. Le modèle d’un gaz homogène 
que nous étudions dans ce chapitre est applicable à un gaz en écoulement à condition 
que les variations spatio-temporelles de F, ne soient pas trop rapides. 
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celles-ci sont beaucoup plus rares que les collisions d’une particule chargée 
avec un neutre. On peut donc écrire les deux équations d'évolution relatives 
respectivement aux électrons et aux ions sous les formes : 


Ofe =} fe — = = Ôfe 
D + Ve => + Ce + x We): = = Co (12.11) 
Be TE ye CEUX) Oe = Gi (12.12) 
avec : 
Tei = ene. Qi = il (12.13) 
Mei Mei 


Nous supposons que la force d’interaction entre un électron ou un ion et 
un neutre est une force centrale isotrope, ne dépendant que de la distance 
entre les deux particules. Dans ces conditions, si l’on connaît l’expression 
du potentiel d’interaction, on peut calculer langle de déviation x(g, p), 
dans une collision électron-neutre ou ion-neutre, au moyen de la formule 
(3.29), soit : 


oe dr /r? 
X(p9 = Rp] — (10 
eT 
Enpa 52 
aug r 


où p est le paramètre d'impact, et g la vitesse relative des deux particules 
entrées en collision. On peut aussi décrire les phénomènes sans introduire 
p, mais seulement la section efficace différentielle o(y)dQ. 

La situation se simplifie notablement dans le cas des électrons ; lin- 
tégrale de collisions s’écrit en effet de façon générale, d’après (8.78) ou 
(8.79) : 


Coo = [ULES feFelopdp de dwe 
= f (FaF — feFo)go(x) sin x dx dpdwe (12.15) 
Du fait de la grande masse des neutres, on peut admettre les conditions : 
wi À We (12.16) 


us (12.17) 


292 Théorie cinétique des gaz faiblement ionisés 


Ces hypothèses ne sont rigoureusement valables que lorsque l’on considère 
le rapport m./m, comme rigoureusement nul ; elles définissent ce qu’on 
peut appeler le modèle du gaz de Lorentz parfait électrons-neutres [212]. 

Ceci étant, dans l’intégrale (12.15) les variables p (ou x) et g (ou we) 
se séparent de la variable wo ; l'intégration sur wo est d’ailleurs immédiate 
puisque l’on a : 


J Focus =ne (12.18) 


Le principal résultat des approximations faites a été de rendre l'opérateur 
de collisions linéaire par rapport à la fonction de distribution inconnue f, ; 
nous désignons désormais par J(f.) cet opérateur linéaire : 


T 27 
I (fe) = nowe J (fe — fe)o(x) sin x dx dp (12.19) 


oO Oo 


Rappelons que fe est la valeur de la fonction de distribution dans les 
conditions initiales d’une collision, et f}, la valeur correspondante après 
la collision ; we est la valeur absolue de la vitesse de l’électron avant la 
collision. 


12.3 Relaxation des anisotropies 
électroniques 


12.3.1 Définition des fréquences de relaxation 


L'expression (12.19) étant linéaire, on peut étudier l’équation (12.11) par 
des méthodes de développement en série. En pratique, on analyse fe en la 
développant en une série de fonctions sphériques du type? : 


co £ 
f = aout) +Y Y [aem T, w,t)Cem + Bem(T 0, t)Sem] (12.20) 


£=1 m=0 
avec : 
Cim = w Prm(cos 8) cos mp (12.21) 
Sem = w Pom (cos 8) sin my (12.22) 


ot. Pem(cos 4) désigne une fonction de Legendre associée. Dans ces for- 
mules, a, représente la partie isotrope de la fonction de distribution f ; les 
termes suivants représentent ses anisotropies. Les propriétés des fonctions 


3. Dans la suite de ce chapitre consacré uniquement à l'étude des électrons, nous 
supprimons l'indice e et écrivons pour alléger l’écriture f(W) au lieu de fe(we). 
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sphériques Cem et Sem, les expressions des premières d’entre elles et les re- 
lations entre les coefficients &em et la suite des grandeurs hydrodynamiques 
(moments de f) sont exposées dans l’appendice A12-1. 

Dans le présent chapitre nous supposons que le gaz est homogène, de 
sorte que les coefficients a et 3 ne dépendent pas de 7”. Le développement 
(12.20) est particulièrement intéressant dans le modèle du gaz de Lorentz 
parfait, car les fonctions sphériques obéissent a une loi opérationnelle trés 
simple vis-à-vis de l’opérateur J ; on a en effet : 


J(QemYem) = Veem Yem (12.23) 


Yom désignant une fonction Cem ou Sem- 

Les fonctions sphériques sont donc des fonctions propres de l'opérateur 
J. Cette propriété repose essentiellement sur le fait que dans le modèle 
de Lorentz parfait, opérateur de collision J commute avec les opérateurs 
de rotation dans l’espace, parce que la force d’interaction électron-neutre 
est centrale et isotrope. Nous renvoyons le lecteur, pour la démonstration 
exacte de cette formule* à [213] ou à appendice A12-2. 

Les valeurs propres —1, ne dépendent que de l’indice £ et sont fonctions 
de w. En appliquant la formule (12.23) à la fonction Ceo(0) = w*P/(cos 8) 
pour 0 = 0, on montre (cf. [213] ou appendice A12-2) que l'expression de 
ve se déduit de la loi de force électron-neutre, par l'intermédiaire de langle 
de déviation, au moyen de la formule générale : 


ve(w) = 2anow fo — P,(cos x)|a(x) sin x dx (12.24) 


ou P; est le polynôme de Legendre d’ordre £ et x langle de déviation 
(fonction de p et w). On voit que vg dépend de la force électron-neutre à 
travers x ; en particulier, on a: 


Vy =0 (12.25) 


T 
V1 = ru | (1 — cos x)o(x) sin x dx = norw (12.26) 
o 


en désignant par o1 la section efficace pour le transport de quantité de 
mouvement. 

Les valeurs propres vg ont une signification physique très simple. Sup- 
posons en effet pour commencer que le champ électrique et le champ ma- 
gnétique soient tous deux nuls, mais que la fonction de distribution des 
électrons à l'instant initial soit quelconque ; un tel état peut effectivement 


4. Ce résultat avait été obtenu pour les deux premières anisotropies mais de façon 
implicite par J.H. Jeans dès 1925 [227]. 
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être produit dans des expériences sur les plasmas, au cours desquelles on 
applique une impulsion de champ électrique. À la fin de cette impulsion, 
le gaz d'électrons se trouve dans un état hors d'équilibre, mais n’est plus 
soumis à aucune action extérieure. Dans ces conditions, il revient vers l’état 
d'équilibre avec les neutres. Nous allons maintenant écrire les équations qui 
décrivent cette évolution, et voir que les valeurs propres vg sont des fré- 
quences caractéristiques de cette évolution. 

La fonction de distribution initiale peut donc contenir des anisotropies 
et sa partie isotrope a, peut être non maxwellienne ; son évolution est 
régie par l'équation : 


of _ 
2 = JP) (12.27) 


Le développement de f en fonctions sphériques permet, compte tenu de 
(12.23) et de l’orthogonalité des fonctions sphériques entre elles, de rem- 


placer cette équation par le système suivant obtenu en égalant membre à 
membre les coefficients de chaque fonction sphérique : 


do = 0 (12.28) 
Qim = Veem (12.29) 
Bem = —VeBem (12.30) 
dont les solutions sont : 
ag(t) = ag(0) (12.31) 
Qem(t) = Wem (0)e 7" (12.32) 
Bem(t) = Bem(0)e~”*’ (12.33) 


On voit donc que la partie isotrope de la fonction de distribution se main- 
tient sans aucun changement ; les collisions avec les neutres sont sans 
action sur elle (du moins dans le modéle de Lorentz parfait étudié ici). 

Au contraire, les anisotropies initiales s’amortissent en fonction du 
temps. Chaque anisotropie est caractérisée par une fréquence de relaxation 
ve. La première d’entre elles vı joue un rôle particulièrement important ; on 
Vappelle généralement fréquence de collisions pour les échanges de quan- 
tité de mouvement, ou fréquence de collisions tout court. La notion de 
fréquence de collisions n’a, en fait, un sens évident que pour des molécules 
du type boule de billard (impénétrables et sans action à distance) ; dans 
ce cas, la formule (12.24) s’écrit, compte tenu de (3.73) : 


D? 
Ve = Now fe — P,(cos x) 27 sin xdx (12.34) 
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Dans l’intégrale, le terme Pz, qui peut être considéré comme le produit de 
P; par Po = 1, donne un résultat nul, par suite des règles d’orthogonalité. 
Par conséquent vo = 0, et l’on a pour £ > 0: 


ve = Not D? w (12.35) 


D étant le diamètre des neutres ; ces vg et en particulier vı coincident 
alors avec la fréquence de collisions au sens élémentaire ; on remarque 
au passage qu’elles sont proportionnelles à la valeur w de la vitesse des 
électrons considérés. 

Dans tous les autres cas, il vaudrait mieux donner à vı le nom de fré- 
quence de relaxation des anisotropies de courant électronique (la densité 
de courant, comme la vitesse moyenne, ne dépendent en effet comme on 
le voit dans l’appendice A12-2 que des anisotropies d’ordre 1). Telle est sa 
signification profonde. 


12.3.2 Données théoriques sur les fréquences 
de relaxation 


Nous venons de voir que pour des neutres du type boule de billard, les 
fréquences de relaxation se calculent facilement et sont toutes égales à la 
fréquence de collision “géométrique” donnée par la formule (12.35). 

Si l’on calcule les fréquences de relaxation à partir de la description 
classique des trajectoires, il est intéressant de considérer un autre modèle 
théorique un peu plus général, celui où le potentiel d’interaction électron- 
neutre suit une loi en 1/r° de r = 0 à r = © ; on trouve alors (cf. [301], 
[101]) une expression de ve du type : 


Ve = aw” (12.36) 
a étant une constante et l’exposant n dépendant de s selon la relation : 


n=1- $ (12.37) 
s 
Les deux cas les plus intéressants sont s = 4 et s = co. 

Pour s = 4 la fréquence de collision vg est indépendante de w. Ce 
modèle (dit des “molécules mawxelliennes”), qui simplifie beaucoup les 
calculs de théorie cinétique, est fréquemment employé. On peut être tenté 
de le justifier en s’appuyant sur l'analyse faite dans la section 3.2. On y a vu 
en effet qu’un électron et un neutre doivent s’attirer quand ils sont à grande 
distance par suite de la création d’un dipôle induit, et que le potentiel élec- 
tron-dipôle induit varie effectivement comme 1/r4. Cependant cette loi 
attractive est forcément remplacée à courte distance par une loi répulsive 
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à variation beaucoup plus rapide. La loi vg = Cte n'est donc certainement 
jamais valable pour toute valeur de w. 

Le cas s — oo correspond au cas déjà signalé des boules de billard. 

Nous avons vu (cf. section 3.5) que le cas s = 1 (interactions coulom- 
biennes) comporte des difficultés spéciales : la constante a est alors infinie. 
On a montré dans la section 3.5 que l’on peut éliminer cette divergence en 
effectuant la coupure de Debye dans les intégrales. 

Le modéle (12.36) est en général trop simple ; le calcul des fréquences 
ve doit a priori être basé sur un calcul quantique de la section différentielle 
a(x). Il est commode d'introduire, au lieu des fréquences vz, les sections 
efficaces de transport : 


Te = an | [1 — Pe(cos x)lo(x) sin x dx (12.38) 
qui leur sont reliées par la relation générale : 


Ve = No TeWe (12.39) 


Le calcul des og en fonction des angles de déphasage quantique dans une 
collision a déjà été fait dans l’appendice A3-2b) {cf. (3.165) pour gı et 
(3.167) pour a2)]. 

A partir de ces équations on peut montrer que lorsque la section efficace 
différentielle est isotrope (C1 = C2 = ... = Cn =... = 0) toutes les 
sections efficaces de transport sont égales à la section efficace totale oo, et 
donc : 


V = Vg =... = Ve =... NoOoÙ (12.40) 


Les molécules boules de billard sont un cas particulier de cette règle 
générale. 

On voit enfin que lorsque l'énergie de l’électron tend vers zéro, la sec- 
tion efficace différentielle élastique devient isotrope. Nous avons vu dans 
la section 3.4 que cela est dû au fait que tous les déphasages sauf le pre- 
mier tendent vers zéro. Plus précisément, on obtient, par la méthode dite 
de la portée effective [214], des développements en série de o(w, x), cow) 
et o1(w) pour les petites valeurs de w [13]. Ces formules montrent effec- 
tivement que o, et o1 tendent vers la même limite lorsque w tend vers 
zéro. 


12.3.3 Données expérimentales sur les fréquences 
de relaxation 


Quelques données sur les sections efficaces a, ont été rassemblées dans la 
section 3.5. L'analyse de ces résultats met en évidence les domaines de 
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validité de certaines approximations souvent utilisées dans la théorie des 
gaz faiblement ionisés : 


e Gaz à v constant. L’approximation vı = Cte (o; ~ w7!) simplifie 
beaucoup les calculs de théorie cinétique. Quand cette loi est valable 
on peut poser : 

n 
V1 = V10 —— (12.41) 
nL 
où 149 est la fréquence de collisions dans les conditions normales de 
température et de pression et nz la densité d’un gaz parfait dans ces 
mêmes conditions (nombre de Loschmidt) : nz = 2.69 x 101° cm7?. 


Les deux gaz obéissant approximativement à cette loi sont : 
1 


1. Hydrogène pour mew? > 4 eV, avec vio = 4.3 x 10!? s7 
2. Hélium pour mew? > 3 eV avec vio = 1.83 x 10!? s7? 

e Gaz à cı = Cte. Dans d’autres cas on peut au contraire supposer 
en première approximation que c; est constante (d’où vı ~ w). cela 
s'applique notamment aux cas suivants : 

1. Hydrogène pour mew? < 4 eV, avec g; = 13.5 x 10716 cm? 
2. Hélium pour mew? < 3 eV, avec 01 = 5.1 x 10716 cm’. 


3. Néon pour 2 eV < mew? < 10 eV, avec o1 = 3 x 10716 cm. 


12.4 Conductivité sans échauffement 
des électrons 


12.4.1 Approximation des champs faibles 


=> =! 
En présence de champs électromagnétiques Æ, B, il apparaît des aniso- 
tropies dans la distribution f. Pour étudier leur évolution nous supposons 


que le plasma non perturbé est homogène, que le champ électrique pi 
est uniforme et que les effets de diffusion n'existent pas. L’équation de 
Boltzmann relative aux électrons s’écrit alors : 
ð > ð 
Leiar Ma aah (12.42) 
Ot aw 

Pour la résoudre on développe comme précédemment f en fonctions 
sphériques, selon la formule (12.20) ; on peut en déduire les développements 
en fonctions sphériques des divers termes de (12.42). Les formules a 
utiliser sont rassemblées dans l’appendice A12-2 ; on peut alors, du fait 
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de l’orthogonalité des fonctions sphériques, remplacer (12.42) par une 
suite d'équations obtenues en y égalant membre à membre les coefficients 
de chaque fonction sphérique. On obtient ainsi le système d'équations 
d'évolution suivant : 


e Partie isotrope : 


Cao wo yp SS 
Pe eee 07) = 
a +( Ha aj) = 0 (12.43) 
èe Anisotropies d'ordre £ = 1 : 
Oa; = _, 10a s 
S tnat at Ta (12.44) 


où l’on a introduit le vecteur des anisotropies d’ordre 1 : 
Qi = Qn1Ex + Bi ey + aez (12.45) 


et le tenseur gyromagnétique : 


_ 0 20 
N=] -—2 0 0 (12.46) 
0 0 0 


Le est un vecteur proportionnel aux anisotropies d'ordre 2. Nous ne 
l’avons pas explicité car nous ne l’utiliserons pas, mais on peut le faire 
facilement en se reportant aux formules (12.239) et (12.240) de ’appendice 
A12-2. 

On peut à partir des formules de cet appendice compléter le système des 
équations (12.43) et (12.44) par un système infini relatif aux anisotropies 
d’ordre £ = 2,3... 

Dans ces équations, on voit que le champ électrique a pour effet de 
coupler entre elles les anisotropies d’ordres successifs ; plus précisément, 
on voit sur (12.44) et de façon plus générale sur les formules de l’appendice 
A12-2 que les anisotropies d’ordre @ sont couplées aux anisotropies d’ordre 
£—1et {+1 ; le système des équations (12.43), (12.44)..., étant ainsi 
couplé de proche en proche jusqu’à linfini, ne peut se résoudre que par 
des méthodes d’approximation ; on peut supposer que le champ électrique 
est assez faible pour que l’on ait : 


<T (12.47) 
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où W est une vitesse moyenne des électrons et 7 la valeur correspondante 
v1(&). Cette formule exprime le fait que la variation de vitesse due à 
l’action du champ électrique pendant un temps de relaxation est beaucoup 
plus petite que la vitesse moyenne d’agitation thermique des électrons®. 

Dans ces conditions, on congoit que les anisotropies produites par le 
champ électrique sont de petites perturbations®. De fait, si l’on se reporte 
aux équations (12.43), (12.44)...on vérifie que les anisotropies d'ordre £ 
sont d'ordre ef, et plus précisément que : 


a = O(1) + O(c?) + O(ét) +... (12.48) 
a = O(e) + Ofc?) + O(e®) +... (12.49) 


12.4.2 Tenseur de conductivité électronique 


Nous appliquons la méthode de perturbation définie ci-dessus au cas d’un 
champ électrique alternatif E = E,e “*t ; pour cela nous nous limitons 
pour f à approximation du premier ordre : 


f=fta-w (12.50) 


en désignant par f, la valeur non perturbée de a, représentant l’état ini- 
tial des électrons du plasma, c’est-à-dire une distribution maxwellienne de 
température T, égale à celle des neutres. En négligeant dans (12.44) le 


— 
terme 7 : Lg qui est d'ordre 7° on obtient pour l'équation d'évolution des 
anisotropies d’ordre 1 : 


å tnt a= (12.51) 

La solution générale de cette équation comprend un terme transitoire 
(solution générale de l'équation sans second membre) et un terme station- 
naire (solution particulière sinusoïdale de l'équation avec second membre). 
Le régime transitoire s'étend sur un intervalle de temps de l’ordre de 1/2 ; 
nous n’étudions que le régime stationnaire qui demeure seul après quelques 
intervalles de relaxation 1/1. Dans ce régime, on a en notation complexe : 


bo, 5. ia 
w Ow —iw + vi 


— 
1 = 


(12.52) 


5. Il est montré dans [302, chapitre 12] que la méthode approchée développée ci-dessous 
est valable si Pon remplace 71 dans (12.47) par l’une des trois fréquences w, 9, 71 selon 
certaines règles. 

6. Des études numériques [224] et une analyse théorique [225] ont montré que pour des 
champs relativement forts ne satisfaisant pas bien la condition (12.47), le développement 
en harmoniques sphériques est très lentement convergent. 
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où + est l'amplitude complexe du terme de champ électrique et 5 le 
tenseur : 


(—iw+)? —N(—iwt) 0 


Cin Pte (iwn) 


S= | _2Givtn) (iwm)? p (12.53) 


(~iwtvi)? +R? (iwtn)2+07 
0 0 1 


S est une combinaison des trois fréquences caractéristiques w, vı et Q 
qui interviennent dans le problème. La nécessité d’introduire ce tenseur 
est liée à l'anisotropie f produite dans le plasma par la présence du champ 


magnétique statique B. En l'absence d’un tel champ on à Q — 0: S-6 
et l’équation (12.52) se réduit à : 


> 10f, F 


= 12.54 
“a w Ow —iw +1 ( ) 


le vecteur @] des anisotropies étant alors simplement proportionnel et co- 
linéaire à 7. 
Connaissant &j on en déduit, par une intégration, le vecteur vitesse 
— 
ve du fluide électronique et le vecteur courant électrique associé Je ; la 
formule (12.203) de l’appendice A12-1 donne tout d’abord : 


4x a So ðh, = 
e = — ——— vw" — dw. 12.55 
” BNe iw + v = ðw a (12:55) 
soit, après une intégration par parties : 
O i 5 4m? 
Ve = —— 0 À ———— WV 12.56 
= Ne Jo f (= +n 3 ) Y ( ) 


Le résultat de ce calcul peut se comparer à l'expérience en introduisant 
le tenseur de mobilité électronique Z, ou le tenseur de conductivité élec- 
tronique Fe respectivement définis par les relations : 


-E (12.57) 
T =NeGete = Fe- E (12.58) 


Zi, est généralement mesuré en courant continu (w = 0) et Fe surtout utile 
en HF en liaison avec les phénomènes de propagation d’ondes. Compte 
tenu de la relation : 

Fe = — E (12.59) 
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l'équation (12.56) conduit finalement à : 


= qe i 5 4nw3 
= | RE 12.60 
He MeNe À f (= +n 3 ( ) 
2 poo SG 3 
a= <f fo d (4 ) (12.61) 
Me Jo —iw +n 3 


On voit que le tenseur de conductivité électronique est, dans les condi- 
tions étudiées ici (B uniforme constant, dirigé suivant Oz), de la forme : 


aL —0x 0 
De=| 0x a, 0 (12.62) 
0 0 T| 


On vérifie facilement sur l'expression (12.53) de 5 qu’en l’absence de champ 
magnétique (Q = 0) ce tenseur se réduit a: 


Ge = 06 (12.63) 


Le milieu étant alors isotrope, la conductivité Fe se réduit au scalaire | 


obtenu en faisant 5 = 6 dans (12.61). 
En présence d’un champ magnétique on voit d’après (12.63) que la con- 


=> . . # 
ductivité o,, parallèle à B est inchangée et reste égale à la conductivité 
gj. Les conductivités oze = yy = 01 dans les directions perpendiculaires 


à B sont au contraire différentes de cj ; la différence o — oy est l'effet 
dit de magnétorésistance, qui est de l’ordre de B? pour les faibles champs 
magnétiques. Il apparaît d'autre part des termes non diagonaux ozy = 
—Tyx = —Ox. Ce sont les termes d'effet Hall qui sont du premier ordre 
en B pour les faibles valeurs de B (Q  w, vı). Lorsqu’au contraire le 
champ B devient très fort (Q >> w, vı), on vérifie que les quatre termes 
transversaux tendent vers zéro, les termes g} comme 1/B?, et les termes 
d'effet Hall ox comme 1/B. 

On remarque d’autre part que Fe dépend en général de fọ et de la 
loi de force à travers la fonction v1(w). Les formules (12.60) et (12.61) se 
simplifient si la fréquence vı peut être considérée comme indépendante de 
w : les facteurs de fréquence peuvent être alors sortis de l'intégrale qui 
devient triviale en donnant un facteur ne. L'on obtient ainsi la formule 
simple : 

nele z 


Te = — —— << 12.64 
ag ET ae (Rate) 
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Cette formule se déduit de celle du gaz d’électrons libres en y remplaçant 
—iw par —iw + vı. Elle est d’un usage courant ; cependant nous avons vu 
au paragraphe précédent que l’hypothèse vı = Cte sur laquelle elle repose 
n’est valable qu’exceptionnellement. Elle ne peut donc certainement être 
considérée que comme une première approximation ; or, si vı n’est pas 
constante, il nous faut connaître l’expression de la partie isotrope f, pour 
pouvoir calculer la conductivité et on rencontre alors des difficultés qui 
tiennent aux hypothèses strictes du modèle de Lorentz parfait, comme 
nous allons le voir dans la section suivante. 


12.5 Échauffement du gaz d’électrons : 
effet Joule 


12.5.1 Expression de la partie isotrope de f 


La partie isotrope contient un terme indépendant de Æ qui n’évolue pas ; 
mais il est évident d’après (12.43) qu’elle contient également un terme 
en E? qui représente un échauffement du gaz d'électrons. Pour pousser le 
calcul jusqu’aux termes en E? on peut encore négliger dans (12.44) le terme 
en E? (ou 7°) ; il est donc raisonnable de conserver pour les anisotropies 
du premier ordre l'expression (12.52). 

Ceci étant, pour reporter cette expression dans l'équation (12.51) d’évo- 
lution de la partie isotrope, on ne peut pas garder les relations complexes 
car les termes quadratiques, tels que (7 - @7), vont évidemment faire ap- 
paraître l’harmonique 2w du champ électrique. Posons donc maintenant : 


F = % coswt (12.65) 
On a alors : 
1 Of, S x 
ai = a ode Re È rere ¥ ,(coswt — sins) (12.66) 
et par conséquent : 
> — 1 afo — 5 = 
SG, Says cera I Adu 12.67 
eos Zw Ow ° Be —iw +n Yo + Aa ( ) 


où on n’a explicité que le premier terme indépendant du temps qui est la 
moyenne du terme en cos? wt, et où Ag,, représente des termes oscillant 
à la fréquence 2w. (Dans ces formules Re veut dire “partie réelle de”.) 
Ces deux termes sont d'ordre y?. Mais alors que le premier terme conduit 
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à un échauffement permanent du gaz d’électrons, 42, produit seulement 
une modulation de cet échauffement, négligeable si w est assez élevé. Nous 
négligeons dans ce qui suit ce terme A2, (cf. [302, section 12.8] pour une 
discussion de la validité de cette approximation). L’équation d’évolution 
de ao s’écrit donc : 


wo 1 Ô fo — $ Es 
Rel ee ae es 2. 
re (: t3 xs) È dw 7° D5 (ce + 5) g FAURE) 


Cette équation peut se récrire sous la forme d’une équation de conser- 
vation des particules dans l’espace des vitesses, soit : 


dag = 
—— . — 2: 
a t+ Vo F =0 (12.69) 


—} 
où F est un vecteur flux dans l’espace des vitesses produit par le champ 
électrique et les collisions. On passe à cette nouvelle forme en remarquant 


que l’on a l'identité : 


(2 + Sac) A= 55e (0 A) = 5 Vu: (wA) (12.70) 


= 
en désignant par A le vecteur radial de l’espace des vitesses : 


= w 
A = A— (12.71) 
w 
où A est une fonction de w, le module de W. On obtient donc 
Part (12.72) 
w 
avec : = 
eo) eer S + 
Fo 2, -Re D 12.73 
E 6 ðw 7 j —iw +n K ( ) 


Comme S est antisymétrique, les seuls termes qui contribuent à (12.73) 
sont les termes diagonaux. En explicitant les calculs à partir de l'expression 


(12.53) de S on obtient : 


Do Cr (12.74) 


Fp = 
g 6 ðw w? + n? 
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où B est le tenseur diagonal de composantes : 


w? + vi Sea (w? + vË)(w? + + nuf) 
Bzz = By = Re ae ae a aa O 
n —iw +n Ko +9)? nililo — 9) + v7] 
B. =i (12.75) 


Cette formule se simplifie beaucoup en l'absence de champ magnétique. 
On obtient alors en effet (en faisant Q = 0) B = 6, d’où l’expression : 


10f, nyè 


Reece io 
= 6 Ow v2 + w? 


(12.76) 


On peut, pour chaque valeur de w, intégrer par rapport au temps l'équation 
(12.69) et on obtient : 


ao(w, t) = fo(w,t) — (Vu: Ft (12.77) 


On voit donc qu’en poussant le calcul jusqu’aux termes du second ordre, 
il apparait dans a, un terme proportionnel au temps, donc divergent. Une 
telle perturbation faible au début de l’évolution, parce que du second ordre, 
mais pouvant à plus long terme devenir très importante parce que croissant 
proportionnellement au temps, semble mettre en défaut la méthode de 
calcul utilisée. De telles perturbations ont été rencontrées pour la premiére 
fois en mécanique céleste et baptisées “séculaires” par les astronomes. Nous 
verrons dans les paragraphes suivants que l’on peut résoudre la difficulté 
ainsi posée en utilisant une méthode dite quasi linéaire qui distingue deux 
échelles de temps : une échelle des temps courts décrivant l’évolution de 
ai (en supposant a, constant) et une échelle des temps longs décrivant 
l’évolution de a. 

Dans le cas présent on vérifie sur (12.74) que Of,/Ow étant négatif, 
le flux Fg est essentiellement positif. Pour cette raison Fg a été appelé 
“upflux”? par Allis ([215], [216] ; Fig. 12.1). Il y a done échauffement 
continuel du gaz d'électrons. 

Cet échauffement est dû à l’action combinée des collisions et du champ 
électrique (en effet le flux Fg est proportionnel à 72). Comme d’autre 
part nous avons supposé m./m, = 0, nous avons négligé totalement les 
pertes d'énergie des électrons dans leurs collisions élastiques sur les neutres. 
Les électrons n’ayant aucun mécanisme pour se refroidir, leur échauffement 


7. Au lieu de Fg, Allis introduit son intégrale sur une sphère de rayon w, c’est-à-dire 
Gg = 4nw? Fp. Le concept d’“upflux” est très utile pour analyser les fonctions de 
distributions électroniques dans les plasmas de laser à gaz où les collisions inélastiques 
jouent par ailleurs un rôle important [303, pp. 85-93]. 
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W, 


Wy 


Figure 12.1 : Flux dans l’espace des vitesses. 


Fr Flux dt à l'effet Joule. 
Fo flux dû aux collisions élastiques e-o. 


est dans la présente théorie illimité. cela rend discutable au bout d’un 
certain temps le calcul de la conductivité qui a été fait : les perturbations 
apportées par E n’étant plus faibles, la méthode d’approximation utilisée 
n’est plus à priori valable. Nous verrons plus loin comment lever cette 
difficulté. 


12.5.2 Effet Joule 


Cependant, il est intéressant d'étudier d’un peu plus près l’échauffement 
des électrons, en calculant les variations de l'énergie cinétique totale Ux, 
des électrons contenus dans une unité de volume du gaz ; Ux. dépend 
uniquement de a, et l’on a : 


We 


O0 
= 27Me f &ow* dw (12.78) 


En multipliant ’équation (12.43) par 2rmew* et en intégrant, on obtient 
en tenant compte de (12.70) et après une intégration par parties : 


e 4 e TR 
Ak = = [F Retw= ET (12.79) 


La puissance instantanée fournie en chaleur au gaz d’électrons est donc 
donnée par cette formule classique de l’effet Joule. Dans un champ si- 
nusoidal, sa valeur moyenne (effet Joule en alternatif) s’en déduit, en 
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repassant à un Champ réel ; on obtient : 


d e is == 
( UK ) =:E, Rex. E, (12.80) 
dt J moyn 2 
1 
= Re e(Cers (E2, + E2) + SRe(oez:)E? E?, (12.81) 


On voit sur ces formules que les termes d’effet Hall s’éliminent par suite 
de l’antisymétrie de Fe et que la puissance active dégagée en chaleur dans le 
gaz d'électrons est uniquement due à la partie réelle des termes diagonaux 
du tenseur de conductivité. Une discussion plus détaillée de l’effet Joule en 
fonction des trois fréquences w, Q et 1 fait l’objet du problème P12-6. 


12.6 Refroidissement des électrons par 
collisions élastiques 


12.6.1 Modèle de Lorentz imparfait 


Pour lever la difficulté mentionnée au paragraphe précédent, concernant 
Véchauffement illimité des électrons par effet Joule, il faut tenir compte 
des mécanismes de refroidissement des électrons. Parmi ceux-ci, on peut 
citer : 


l'excitation des neutres dans des collisions inélastiques (en particulier 
l'excitation vibrationnelle dans les gaz moléculaires) ; 


e le rayonnement électromagnétique dû aux fortes accélérations pen- 
dant une collision (bremsstrahlung) ; 


le rayonnement électromagnétique à la fréquence { lors de la rotation 
dans un champ magnétique ; 


le petit échange d'énergie que nous avons jusqu’à maintenant négligé 
dans les collisions élastiques électron-neutre. 


Nous nous limitons dans ce paragraphe à l’étude du dernier de ces effets en 
introduisant ce qu’on appelle le modèle de Lorentz imparfait qui consiste 
à admettre que m./m, est très petit mais fini, et à tenir compte dans 
les calculs du terme du premier ordre en m./m, qu'est le petit échange 
d'énergie entre les électrons et les neutres ; dans ce cas, l’évolution des 
anisotropies est peu changée ; en effet dans les équations (12.44), etc., on 
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n’introduit que des termes correctifs négligeables si £ 0 ; cependant pour 
£ = 0 on avait dans le modèle de Lorentz parfait : 


J(ao) = 0 (12.82) 


Les collisions n’avaient aucune action sur la partie isotrope de la fonction 
de distribution ; en effet, dans une collision on admet alors qu’il n’y a 
aucune variation de la valeur absolue de la vitesse. Si au contraire on tient 
compte des termes correctifs en Me/Mo (modèle de Lorentz imparfait) 
Péquation (12.82) devient : 


ila Nes Cee [rw (a. poh Se) (12.83) 


Cette formule a été donnée pour la première fois par Chapman et Cow- 
ling [286] ; le lecteur en trouvera une démonstration dans [301, pp. 230- 
235] ou [217] (cf. aussi appendice A12-3). L’opérateur Jı tend à ramener 
la partie isotrope de la fonction de distribution des électrons vers une 
fonction maxwellienne à la température To des neutres (on vérifie en effet 
immédiatement sur (12.83) que l’on a Jı (fo) = 0). 


12.6.2 Relaxation de la partie isotrope de f 


En l'absence de champ électrique l’équation d’évolution de la partie 
isotrope s'écrit donc : 
do = Jı (ao) (12.84) 


qu’on peut écrire comme dans le cas de l'effet Joule sous la forme d’une 
équation de conservation des particules dans l’espace des vitesses de la 
forme (12.69) avec maintenant, compte tenu de (12.69) : 


Famo ero (12.85) 
w 
T, ð 
Peay (ao J - 2 2a) (12.86) 


On voit que dans ce modèle de Lorentz imparfait, les collisions électrons- 
neutres introduisent un flux radial isotrope Fç analogue au flux FE pro- 
duit par l’effet Joule (cf. Fig.12.1). Mais alors que Fg est toujours positif 
(échauffement) Fc est en général négatif (refroidissement), comme on peut 
le voir en discutant la formule donnant Fc. Sur cette formule on remarque 
tout d’abord que Fe s’annule lorsque les électrons sont en équilibre avec 
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les neutres, c’est-à-dire lorsque a, est la mawxellienne fọ de température 
T, égale à celle des neutres, qui satisfait évidemment à la condition 


KT, fo = 
fo+ ay Oa 0 (12.87) 


En tirant le rapport «7,/m.w de cette équation et en le reportant dans 
(12.86) on obtient : 


_ fo Jay /Ow | 
0f,/0w Qo 


- (Zn) eog (224r) 


m 
Fo = -— nwa l1 
m 


Xo 


— 


We 


Figure 12.2 : Gaz d'électrons plus “chaud” que le gaz de neutres. 


fo Distribution des électrons s’ils étaient en équilibre avec les neutres. 
a Distribution actuelle des électrons. 


Dans la situation la plus courante, le gaz d'électrons est plus chaud 
que le gaz de neutres (Fig. 12.2) et l’on vérifie facilement que Fo est le 
produit de trois facteurs négatifs et donc lui-même négatif comme il fallait 
s’y attendre. 

Pour analyser plus précisément la relaxation de la partie isotrope de f, il est pra- 
tique d’utiliser à nouveau un développement en série de fonctions propres qui seront 
maintenant les fonctions propres de l'opérateur Ji, c'est-à-dire des fonctions isotropes 


Yn satisfaisant à l'équation : 
Jun) = —Anyn (12.88) 


Équilibre effet Joule-refroidissement par collisions 309 


Celles-ci fournissent un développement naturel de la partie isotrope de la fonction de 
distribution et permettent de définir des fréquences et temps de relaxation de refroidisse- 
ment en posant : 


ao = So an(t)yn(w) (12.89) 


La première fonction propre est toujours la fonction maxwellienne f à la température 
To des neutres ; la valeur propre associée À, est nulle puisque l’on a Ji(fo) = 0; 
les autres fonctions propres ont des expressions qui dépendent de celle de 11, c'est-à- 
dire de la loi de force électron-neutre ; elles représentent des écarts non mazwelliens 
caractéristiques. En combinant les équations (12.84), (12.88) et (12.89) on peut étudier 
l’évolution de ces écarts non maxwelliens : en particulier en l’absence d'un champ élec- 
trique, les écarts non maxwelliens, qui pouvaient exister à l’instant initial, s’amortissent 
exponentiellement : 

an(t) = an(0)e Art (12.90) 


An est donc la fréquence de relaxation de l’écart non maxwellien d'ordre n. 

La recherche des fonctions yn et des fréquences de relaxation À, est en général une 
affaire numérique assez difficile [312], [219]. La référence [32] contient une discussion 
de quelques cas particuliers. Dans tous les cas, on trouve que les An sont de l’ordre de 


(Mme/mMo)vi. 

Les variations sous l'effet des collisions de la partie isotrope de la fonc- 
tion de distribution sont donc “m,/m, fois plus lentes” que celles de la 
partie anisotrope ; les collisions sont beaucoup plus efficaces pour rendre 
la fonction de distribution isotrope que pour établir un équilibre d'énergie 
entre les électrons et les neutres. 


12.7 Équilibre effet Joule-refroidissement 
par collisions 


12.7.1 Méthode quasi linéaire. Formule de 
Margenau en HF 


La différence d’ordre de grandeur entre l’échelle de temps de variation des 
anisotropies (~ 1/v.) et de la partie isotrope (~ ml) permet de tenir 
compte de l’échauffement du gaz d'électrons dans le calcul de la conducti- 
vité électrique en résolvant le système des deux équations d’ordre £ = 0,1 
par une méthode “quasi linéaire” ; pour cela on récrit ces deux équations 
sous les formes : 


2% +Vw- (Fe + Fe) =0 (12.91) 
1 = 
ee a (12.92) 


w Ow —iw +n 
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avec : 


nes. D (==) = (12.93) 
tw + Vy 


Fo étant toujours donné par la formule (12.86). En écrivant l’expression 
de a, ci-dessus on a fait l’hypothése qu’à tout instant l’anisotropie du 
premier ordre aj était déterminée par la formule de réponse linéaire ana- 
logue à (12.52), mais en y remplaçant la fonction constante f, par la 
fonction lentement variable a. Le flux Fg qui intervient dans l’équation 
d'évolution de à, s'exprime alors également à partir de la formule (12.54) 
de approximation linéaire en remplaçant fọ par a,. L’approximation 
“quasi linéaire” ainsi définie est justifiée par le fait que le temps de re- 
laxation 1/1, de aj est bien plus court que les temps de relaxation 1 [An 
de la partie isotrope : @] s’ajuste à chaque instant sur la valeur de a, 
comme si cette partie isotrope était constante. 

Remarquons d’autre part que la formule (12.93) a été obtenue à partir 
de la valeur moyenne de l'effet Joule alternatif : dans l'équation (12.91) 
d’évolution de la partie isotrope on a négligé les modulations à la fréquence 
2w de l’effet Joule. Il est clair que ceci suppose la condition : 


PE ne. (12.94) 
o 
Les formules de ce paragraphe décrivent donc l’action d’un champ élec- 
trique dans le domaine des hautes fréquences défini par la condition ci- 
dessus. Nous discuterons au paragraphe suivant le cas des champs continus 
et de basse fréquence. 
Sous Faction combinée du champ électrique et des collisions, la partie 
isotrope va évoluer vers un état stationnaire défini par la condition : 


Fg + Fo = Ci = Cte (12.95) 


Dans le cas considéré ici où il n’y a que des collisions élastiques, il 
n’apparait ni ne disparaît aucun électron pour w = 0 et co ; on a donc 
forcément C1 = 0 et l'équation de flux total nul s'écrit en explicitant F'g 
et Fc à partir de (12.73) et (12.86) : 


1 das Vy = Me 
B. ite 
6 dw ha eee dering ie 


KT, da \ _ 
( er ) =0 (12.96) 


En intégrant cette équation à variables séparées on obtient finalement la 
formule dite de Margenau : 


í 2wd 
Qo = C2 exp Î Le T > =— (12.97) 
Q we (To )+ 3 m me wzy Y sh 
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qui a été obtenue indépendamment sous diverses formes par Allis [220], 
Davydov [221] et plusieurs autres auteurs [222], [223]. Dans cette formule 
C2 est la constante de normalisation (cf. problème P12-7) définie par la 
condition : 


if ao4Tw? dw = ne (12.98) 


B est la combinaison des trois fréquences w, 2 et z1(w) donnée par les 
formules (12.75). Enfin w2 (To) est la vitesse thermique des électrons en 
cas d’équilibre avec les neutres, donnée par la relation classique (vitesse la 
plus probable d’une maxwellienne) : 


2KkT, 


e 


w (To) = (12.99) 


En l’absence de champ magnétique (Q = 0) la formule de Margenau se 
simplifie car lon a : 


B=6 (12.100) 


au ge (12.101) 


Il faut remarquer que l'intégrale (12.98) doit être finie. Dans le problème P12-7 on 
montre que cette condition est satisfaite sauf si w = 0 ou w = Q et si 1(w) décroit 
trop rapidement lorsque w croît. Dans ce dernier cas la conclusion physique est qu’il 
n’y a pas de solution stationnaire de (12.91) ; cette situation est reliée au phénomène 
des électrons “runaway” que nous discuterons dans la section 13.7. 


12.7.2 Formule de Margenau pour les champs 
continus et BF 


Le calcul pour un champ continu (w — 0) est pratiquement identique à 
celui qui vient d’être fait, à ceci près que dans l'expression de Fg, il faut 
supprimer le facteur 1/2 représentant la moyenne de cos? wt. On obtient 
ainsi la formule de Margenau en courant continu : 


ai 2w dw 
ao = C2exp pao 
o 2 


w7e(To) Z me oe s 


3 Me 


(12.102) 
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où Bo est la valeur de B donnée par les formules (12.75) pour w = 0. En 
Yabsence de champ magnétique cette formule s’écrit plus simplement : 


ao = C2 exp J a 5 (12.103) 
9 Wie (To) + 2 mai 


3 me v? 


Les formules de ce paragraphe se transposent immédiatement aux cas 
des champs électriques alternatifs dans le domaine des basses fréquences 
défini par : 

Me 
w & —n (12.104) 

o 
La partie isotrope a, compte tenu de cette inégalité, le temps de s’ajuster à 
chaque instant sur la valeur instantanée du champ et s'exprime donc sim- 
plement en remplaçant dans les deux formules ci-dessus 7 par % cos wt. 


12.7.3 Discussion de la formule de Margenau 
a) Caractère maxwellien ou non maxwellien 


Pour que la fonction @, soit maxwellienne, il faut et il suffit que le dé- 
nominateur figurant dans l'intégrale (12.97) ne soit pas fonction de w. 
En l’écrivant alors sous la forme w2, (To) + w? on obtient en effectuant 
Vintégrale : 
2 
w 
) (12.105) 


o= Cree (ETF 


qui est bien une distribution maxwellienne de température électronique : 


7, =7, (1+ 2 (12.106) 
aes WE (To) | 


Un cas trivial est celui où le champ électrique est très faible, de sorte 
que lon a we < WielTo) ; dans la formule ci-dessus ag se réduit à la 
maxwellienne 

fo = Coe [te (To) (12.107) 


d’équilibre avec les neutres. 

Un autre cas évident est celui où la fréquence de collision vı est indé- 
pendante de w. Cependant nous avons vu au paragraphe 12.3.2 que trés 
peu de gaz satisfont à cette condition : la fonction a, est en général non 
maxwellienne. 
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Il y a cependant un large domaine de conditions où a, est quand même 
maxwellienne ; c’est celui des hautes fréquences, plus précisément si les 
deux conditions suivantes sont satisfaites : 


w >n (12.108) 
jw — Q| > v (12.109) 


On vérifie facilement en effet que dans le dénominateur de (12.97), le 
terme dépendant de la vitesse 1, est partout négligeable devant les ter- 
mes constants contenant les autres fréquences w et 2. Cette situation est 
très fréquente dans les décharges HF à condition de ne pas se rapprocher 
de la résonance cyclotron w = Q. 


b) Champ critique d’échauffement des électrons 


On peut définir un champ électrique critique Æ, donnant l’ordre de 
grandeur des champs pour lesquels a, commence à différer notablement de 
fo. En d’autres termes, échauffement des électrons est négligeable lorsque 
E < E, tandis que pour E > E; il est très important ; on peut par 
exemple choisir comme définition de E; l'égalité des deux termes figurant 
au dénominateur de (12.97) ; quand a, est maxwellienne, Æ; est alors le 
champ qui donne T, = 2T,. Posons donc : 


we(To) = 25 B- 7 (12.110) 


w2 (To) = = 2 (12.111) 


La valeur de Yo tirée de ces formules définit le champ critique Æ1. Dans 
le cas plus simple w = 2 = 0 on obtient : 


de 3 Me 1/2 2 
—E,={ = AWT 12.112 
By = ($22) wuk(t) (12.112) 
E est en général une fonction de w ; il peut alors se faire que pour un 
champ E donné, f, soit peu perturbée dans les gammes de vitesses où v1 
est grande, et très perturbée dans les gammes de vitesses où 1, est faible. 
On peut toutefois définir une valeur moyenne E1 de E en introduisant 
dans (12.112) une valeur moyenne 7. 

Dans le cas général, le champ critique EF, dépend des trois fréquences 
caractéristiques w, vı et |w—Q|. Ce cas général est discuté dans le problème 
P12-8. 
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c) Cas des champs forts. Distribution de Druyvesteyn 


Lorsque le champ électrique E est très supérieur à Æ; les formules du para- 
graphe précédent donnant a, ou Te peuvent être simplifiées en négligeant 
w2 (To). Quand a, est maxwellienne, T, devient proportionnelle au carré 
du champ électrique. Quand a, est non maxwellienne on peut alors cal- 
culer facilement l'intégrale qui figure dans les formules de Margenau si la 
loi 1, (w) est assez simple. En particulier, pour des molécules du type boule 
de billard dans un fort champ électrique continu (w = Q = 0), on trouve 
que &o prend la forme : 

ao = Coe / wi (12.113) 


connue sous le nom de fonction de distribution de Druivesteyn (cf. 
problème P12-9 où les significations de C2 et w1 sont discutées). 


12.7.4 Mobilité électronique. Loi de similitude 


La partie isotrope a, de la fonction de distribution étant maintenant déter- 
minée par la formule de Margenau, il suffit de reporter cette fonction à la 
place de f, dans les formules (12.60) et (12.61) pour obtenir les valeurs de 
la mobilité ou de la conductivité électronique dans le régime stationnaire 
vers lequel tend le gaz au bout d’un temps suffisant. 

Dans ce paragraphe nous allons discuter le résultat obtenu en nous 
limitant au cas d’un champ électrique continu, en l’absence de champ ma- 
gnétique (w = Q = 0). Le tenseur de mobilité est alors diagonal unitaire : 


D = pe Ô (12.114) 


On dit que la mobilité est scalaire et l’on obtient simplement à partir de 
la formule (12.60) : 


00 1 4 3 
pat I ao d+ oe | (12.115) 
o Vy 3 


MeNe 
où ao est défini par la formule (12.103), ce qu’on peut récrire sous la forme : 


pe = 2 (12.116) 


MeV} 


en introduisant une certaine valeur moyenne de la fréquence de collision 
vı(w) microscopique définie par la formule : 


1 1 28 1 Ar 
Ali d 12.117 
vi nl « En 3 | eee 
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soit encore après quelques lignes de calcul : 


1 1/1 d fu 
fes Pur 11 
Vi No (zi dw (= )) CAS 


où l’on a introduit la section efficace gı de transfert de quantité de mou- 
vement, et où le signe < > désigne une valeur moyenne au sens habituel, 
c’est-à-dire pondérée par a, (cf. problème P12-10). 

Si vı est constante, v{ est égale à vı et la mobilité y est elle- 
même constante. Mais de façon générale la mobilité pe varie avec E. Plus 
précisément, si l’on désigne par no et To la densité et la température des 
molécules, Heno est une fonction de E/n, et de T, (ou de E/p si l’on 
suppose T, fixée) : 


= += 1.) (12.119) 
To No 


Pour le voir il suffit de remarquer que d’après (12.118) 1/1, est le produit 
de 1/n, par une valeur moyenne où apparaissent seulement o1(w) et Qo. 
Pour un gaz donné o;(w) est donnée une fois pour toutes et on vérifie sur 
(12.103) que a, est déterminée par la température des molécules T, et par 
la valeur de E/no. 

La formulation ci-dessus est ce qu’on appelle une loi de similitude : ue 
dépendant a priori des trois paramètres E, no, To ; elle montre que l’on 
peut se ramener à une dépendance en fonction de deux paramètres seule- 
ment, E/n, et To, en introduisant comme nous l’avons fait au chapitre 5 
la mobilité réduite : 


PE he se (= To) (12.120) 


Le paramètre E/n, est étroitement associé à la température élec- 
tronique : aux faibles valeurs de E/no l’échauffement est négligeable, Heo 
tend vers une limite w.,(0) comme nous l’avons vu au chapitre 5. Quand 
E/jno devient de l’ordre de E1/no (E, champ critique défini au paragraphe 
précédent) T et Heo varient de façon sensible. Aux fortes valeurs de E/n,, 
Te, et Heo deviennent indépendants de T, (cf. Fig. 5.1). Dans cette discus- 
sion Te est considéré sous sa définition générale puisque a, est en général 
une distribution non maxwellienne. 


12.8 Diffusion libre des électrons 


12.8.1 Formules générales 


Dans le paragraphe précédent nous avons étudié l’action d’un champ élec- 
trique sur un gaz faiblement ionisé en supposant que le gaz était homogène. 
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Nous allons maintenant étudier au contraire le cas où le champ électrique 
est nul mais où la fonction de distribution des vitesses électroniques varie 
d’un point à un autre. L’équation de Boltzmann relative aux électrons 
contient maintenant un terme de diffusion et s’écrit : 


2L = Coo (12.121) 


Pour simplifier l'étude nous supposons que la diffusion des électrons se 
produit dans un gaz de neutres qui est lui-même homogène ; on peut par 
exemple considérer que les neutres sont comme au paragraphe précédent 
en équilibre thermique avec les parois du récipient et que leur densité no 
et leur température T, sont des constantes données et indépendantes de la 
position dans le gaz. 

On dit que le phénomène de diffusion des électrons ainsi défini est un 
phénomène de diffusion libre, pour souligner le fait qu’ils ne sont soumis à 
aucun champ électrique et diffusent sous le simple effet de leur agitation 
thermique. Nous avons vu dans la section 5.6 que ce phénomène ne peut 
s’observer que si les densités électroniques et ioniques sont assez faibles 
pour que les champs de charge d’espace soient négligeables, et qu’au con- 
traire lorsque celles-ci sont assez fortes, le champ de charge d’espace ne 
peut être nul en général, de sorte que par son intermédiaire la diffusion 
des électrons est couplée à celle des ions ; c’est ce que nous avons appelé 
la diffusion ambipolaire. 

Pour résoudre l'équation de Boltzmann on applique les mêmes 
méthodes qu’aux paragraphes précédents ; on développe f en fonctions 
sphériques suivant la formule (12.20) et on fait les deux hypothèses fonda- 
mentales suivantes : 


e Les collisions électron-neutre sont décrites par le modèle de Lorentz 
imparfait (section 12.6). 

o L’inhomogénéité de f est faible de sorte que, dans le développement 
(12.20), a, est le terme principal et les anisotropies sont des petites 
perturbations d’autant plus faibles que leur ordre @ est plus élevé. 


Dans ces conditions on obtient, en utilisant les formules de l’appendice 
A12-2 et en négligeant les anisotropies d’ordre 2 et plus, le système 


d'équations : 
a? 
åo + ui -ai = Ji (ao) (12.122) 


& +n +N = -Va (12.123) 
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On peut résoudre ce système en distinguant deux échelles de temps : sur 
une échelle de temps courte de l’ordre de 1/1, Vanisotropie a] s’ajuste 
sur la valeur quasi stationnaire de a, ; dans ce régime quasi stationnaire 


on peut dans (12.123) négliger le terme & et l’on obtient ainsi : 


j= 
ay = ——S,- Vao (12.124) 
V1 
en introduisant le tenseur : 
v? -9r 0 
= 2477 +t 
c= Qr vi 12.125 
2 22 +y2 +07 0 ( ) 
0 0 1 


gui n’est autre que la valeur prise pour w = 0 par le tenseur S introduit 
dans le calcul de la conductivité [cf. (12.53)]. En absence de champ ma- 


gnétique on a S = 6 et la formule (12.124) s’écrit simplement : 
1 
ai = —-—Va, (12.126) 


En reportant ces résultats dans (12.26) on obtient l’équation d’évolution 
de a 


2 = 
PE Zv. [Se ; Va] = Ji(&o) (12.127) 


Vy 
qui fait apparaitre deux temps caractéristiques : 


e Le temps caractéristique de diffusion Tp obtenu en écrivant Va, sous 
la forme a,/L, ce qui donne : 


3<n> rL 1 L y 
x ——_——_ & 3 12.128 
LL <w>? (=) 


où L désigne une dimension caractéristique du plasma et < À >= 
< w > f < ™ > le libre parcours moyen des électrons moyens. 
Dans ces formules le signe <> se rapporte par exemple aux élec- 
trons ayant la vitesse la plus probable. L'expression de Tp ci-dessus 
peut d’ailleurs se déduire des règles habituelles sur les mouvements 
aléatoires : < À > est le pas que fait un électron entre deux collisions, 
1/ < vı > la durée de ce pas et (L/ < À >)? le nombre de pas 
nécessaires en mouvement aléatoire pour franchir la distance L. La 
théorie de la diffusion ne s’applique que si l’on a 


<A><L 
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d’où il résulte que : 
1 


<n > 


TD > (12.129) 


è Le temps caractéristique d'échange d'énergie électron-neutre lié au 
terme Jı(&o), qui est comme nous l’avons vu dans la section 12.6 : 


(12.130) 


Les deux temps caractéristiques Tp et Tg étant tous deux bien plus 
grands que 1/ < n >, on vérifie bien que l'évolution de a, est plus lente 
que celle de af et que la solution quasi stationnaire (12.126) est bien 
valable. 


12.8.2 Détermination de a, 


Comme pour le calcul de la conductivité électrique il faut donc tout d’abord 
déterminer la partie isotrope a, de la fonction de distribution en résolvant 
l'équation (12.127). Ce problème est assez compliqué car l'équation déter- 
minant a, n’est pas locale. D’un point de vue physique, il était raisonnable 
dans l’étude de l’action d’un champ électrique de considérer tout au moins 
localement que celui-ci était une donnée du problème. Au contraire, dans 
le problème de la diffusion, on doit considérer que les gradients qui appa- 
raissent en un point du fluide sont le résultat des processus de création et 
de perte du plasma, et en particulier des conditions aux limites imposées 
aux frontières du plasma. L’équation qui détermine a, est maintenant une 
équation aux dérivées partielles par rapport aux variables 7’, W, t et sa 
résolution est un problème avec conditions aux limites, plus difficile que le 
problème purement local de l’action d’un champ électrique. 

Pour commencer la discussion de l’équation déterminant a,, on peut 
remarquer que la diffusion produit un refroidissement du gaz d'électrons ; 
la raison en est que dans l’ensemble des électrons, ceux de grande énergie 
diffusent plus vite vers le bord du plasma que ceux de basse énergie ; il 
en résulte dans le centre du plasma un abaissement de l’énergie moyenne 
des électrons. On peut démontrer plus clairement ce résultat en appliquant 
la formule (12.128) non pas aux électrons moyens mais séparément pour 
chaque groupe d'électrons de vitesse w en définissant pour ce groupe le 
temps de diffusion : 

31 (w) 


7 L? (12.131) 


Tp(w) = 


La fréquence de collision 1,(w) est soit décroissante, soit constante, soit 
au pire croissante comme w (cas des boules de billard) et par conséquent 
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Tp(w) est bien une fonction décroissante de w comme nous l’avions affirmé 
intuitivement. 

On peut analyser de façon plus quantitative le refroidissement par dif- 
fusion en appliquant à chaque groupe d’électrons de vitesse w la théorie 
des modes propres de diffusion développée dans la section 5.4. En sup- 
posant pour simplifier qu’il n’y a pas de champ magnétique, la relaxation 
par diffusion est décrite par l’équation : 


ne eer, (12.132) 
o 3 Qo = : 


dont la solution pour le jème mode est d’après (5.40) : 
Oo; (w, t) = Ao; (w, Oem 0/37431 (12.133) 


Si on est parti à instant initial d'une maxwellienne de température T,(0) 
on a à l'instant t : à 
Qo;(w,t) ve 7e J2KTe (uit) (12.134) 


avec : 
m m t 


2KTe(w,t)  2KT.(0) = 3vi(w) AF ea) 
En général vı (w) n’est pas constante et la distribution à instant t n’est 
plus maxwellienne. Il est clair cependant que pour chaque groupe d’élec- 
trons on a une température équivalente T.(w,t) < Te(0) définie par la 
formule ci-dessus. 
De maniére générale, le refroidissement par diffusion se combine 
à l’échange d'énergie par collision électron-neutre [terme Ji(aæ.)] et 
éventuellement comme on le verra ci-dessous a |’échauffement par effet 
Joule et la détermination de a, est un problème complexe. On peut toute- 
fois remarquer que œ, est a priori connu dans trois cas particuliers : 


e Si les gradients sont faibles, à, ne s’écarte que très peu de la distri- 
bution d'équilibre avec les molécules ; on a donc : 


m Le 2 
Qo X Ne ( PE ) gees (12.136) 


où seul ne varie d’un point à un autre. On conçoit intuitivement 
que le critère pour qu’il en soit ainsi s’obtient en écrivant que dans 
l’équation (12.127) on a : 


TE TD (12.137) 


320 


Théorie cinétique des gaz faiblement ionisés 


ce qui s’écrit pour les électrons moyens : 


1/2 
es (= ) (12.138) 


<A> 


On voit que le libre parcours moyen des électrons doit étre bien plus 
petit que les dimensions du plasma dans le rapport défini par la 
condition ci-dessus. 

Il peut exister dans le gaz un champ électrique E qui produit un 
échauffement nettement supérieur au refroidissement par diffusion, 
de sorte que &o est déterminé par ce champ électrique et non par la 
diffusion. Apparemment cela nous fait sortir du probléme de diffusion 
libre tel que nous l’avons défini. En fait il se peut que E soit déter- 
minant en ce qui concerne a, sans modifier de façon notable les 
courants de diffusion ; ce pourra étre le cas notamment si le champ 
électrique et les gradients de densité sont orthogonaux. Il y aura alors 
simultanément dans le gaz un courant de “conduction” parallèle à 
E et un courant de diffusion libre parallèle à Vne. Cherchons donc 
un critère pour que l’échauffement électrique soit très supérieur au 
refroidissement par diffusion. En supposant pour simplifier que le 
champ magnétique est nul on a d’aprés (12.78) et (12.127) : 


1 à | 20a, 11792 | > 


= |w Vao 12.139 
6w? ðw ðw w? + v? mo” ( ) 


Pour obtenir une relation d’ordre de grandeur, supposons w = 0, 
et à, maxwellienne. En appliquant alors la relation ci-dessus aux 
électrons moyens, on obtient : 


eEL > KT, (12.140) 


Cette condition est habituellement remplie dans les colonnes posi- 
tives en régime de Schottky (colonnes contrôlées par la diffusion). 
On peut se trouver dans la situation des plasmas intermédiaires (cf. 
section 12.9) définie par la condition : 


Me 
— V1 K Lee K V1 
o 
où Vee est la fréquence de collision électron-électron. Dans ces condi- 
tions les interactions e-e forcent la distribution à être maxwellienne, 
soit : 


m 3/2 2} 
€ Mew” [25T 
o = Te g e 12.141 
sn (=z) : ( ) 
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Dans cette distribution ne et Te sont a priori des fonctions de la 
position dans le plasma. La détermination de a, se réduit donc à 
celle de T, ; elle peut faire intervenir, comme dans le cas général, le 
refroidissement par diffusion, l’échange d’énergie électron-neutre et 
éventuellement le chauffage par un champ électrique. Cette situation 
est discutée dans [302, pp. 105-108] et dans le problème P12-12. 


12.8.3 Flux et coefficients de diffusion 


Si l’on suppose a, connu, la formule (12.124) donne l'anisotropie aj. On 
en déduit immédiatement par la formule (12.203) de appendice A12-1 la 
vitesse moyenne des électrons et le flux de diffusion : 


oy 4n oS, 


Rete ae my Va wt dw (12.142) 


Le terme Va, combine deux effets physiques simples : d’une part un 
terme en Vn, représentant les variations spatiales de la densité élec- 
tronique et d’autre part une variation éventuelle, d’un point à l’autre 
du plasma, de la forme de a, (effet que l’on peut dans les cas simples 
représenter par un terme en VT.). Pour séparer ces deux effets on peut 
introduire la fonction &> normalisée à l’unité en posant : 


Qo = Neo (12.143) 


d’où l’on déduit : 
Vao = O5VNre + eV (12.144) 


et en portant cette expression dans (12.142) : 


mu = -De -Vne Ent (12.145) 
avec : _ 
= © ,27 
Die. f U Denira di (12.146) 
3 0 Vy 
soit finalement : — 
= 1 25, 
De (2 3 ) (12.147) 
3 V1 


où le signe <> désigne une valeur moyenne prise sur la fonction de distri- 
bution &, des électrons, et : 


1 fus, 
Eee f ve Vee 4rw? dw (12.148) 
0 1 
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D, est le coefficient de diffusion des électrons (c’est un tenseur en présence 
d’un champ magnétique) et nevy le flux de diffusion thermique des élec- 
trons. 

Si le champ magnétique est nul, ces formules se simplifient : le coefficient 
de diffusion devient scalaire, soit : 


1 /w? 
De==( — 12.149 
7 3 (= ) ( ) 
ce qu’on peut aussi écrire : 
Te 
De = x 7 (12.150) 
MeV} 


en introduisant (cf. problème P12-10) une certaine valeur moyenne de la 
fréquence de collision vı (w) microscopique définie par la formule : 


2 
Bee (2 ) (12.151) 


3KTe D 


On voit que cette fréquence “efficace” n’est pas la même que la fréquence 
vi introduite dans la formule de la mobilité [cf. (12.118)]. La vitesse ur 


se simplifie également ; 5, étant égal à l’unité et w comme v; n'étant pas 
fonction de la position, on a : 


D? = jy (=) = v( Bie ) (12.152) 


Vi Mel 


Si le champ magnétique n’est pas nul mais si vı est une constante, les 
formules générales se simplifient également parce qu’on peut sortir S, et 
v des intégrales ; on a alors : 


— = — 12.1 
Fa (12.153) 
et donc : 
= T, = 
D= es (12.154) 
Mel 
avec : 


op = -2y (Z) (12.155) 
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12.8.4 Flux d’énergie et conductivité thermique 


Le vecteur flux d'énergie cinétique des électrons est défini de façon générale 


par la formule : 


F= firt (12.156) 


Il ne dépend que de anisotropie @] ; son calcul est analogue à celui de 
vY : il suffit en effet de multiplier l’intégrand donnant © par ne4mw* 


pour obtenir celui de ri ; on a donc d’après (12.142) : 
m OO 


= 4 — 
S =-— 2, : Vao ATw? dw (12.157) 
6 Jo n 


dans lequel on peut comme pour le flux de particules faire apparaître un 
terme en Vne et un terme en VQ, soit : 


=> = aaa 
S =-N-Vnetne L (12.158) 
avec : 4 
= m w“ = 
N=T (=e) (12.159) 
et : rs 
C= 25, Ve 4rw? dw (12.160) 
6 Jo "1 


Ces formules se simplifient comme celles du paragraphe précédent lorsque 


le champ magnétique est nul (5, = = 5) et/ou si vı est constante (Se et 4 
sortent des intégrales). 


— 
Mais d’autre part il eer. traditionnel de séparer dans § les flux convec- 
tifs et le flux de chalcur g (cf. section 9.2) en posant : 


S=aV-(nts+H+7 (12.161) 
où ü est l'énergie cinétique moyenne des électrons : 


1 3 
T= ave + SAT (12.162) 


et W le tenseur de pression cinétique (cf. (9.19)]. Dans le cas étudié ici d’un 
gaz d’électrons presque isotrope (|@1-w|<a,) ona: 


wo 


Tx KT, (12.163) 


bo 
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T ~nerTe 6 (12.164) 
A 
de sorte que la relation entre S et Q s'écrit : 
=» 7 5 — 
Q = S — -nKTeve (12.165) 


2 


En utilisant les expressions (12.158) de F et (12.145) de neve on peut 
également séparer dans q les termes en Vne et VG,, soit : 


T = -Kn : Vne — Kr : VT: (12.166) 
où : a 
Kn =N -— 5"TeDe (12.167) 
et : 
— 5 Ses = 
é (z = FT) = -Kr:VT. (12.168) 


Kr est la conductivité thermique du gaz d'électrons, Kn un coefficient de 
diffusion de la chaleur. Ces deux coefficients sont en général tensoriels à 
cause de l’anisotropie introduite par le champ magnétique. 


Pour terminer, on peut à titre d'exemple d’application des formules générales exa- 


= ~ 
miner le cas facilement calculable où l’on a simultanément B = 0, vı = Cte et ag 
maxwellienne. On obtient alors : 


Ti 
Dea (12.169) 
MeV} 
1 
vp = ——V(KTe/me) (12.170) 
Vy 
SMe Te \2 
N= Te <wt>= Te (= =) (12.171) 
ve 2v1 Me 
e Te \? T, T, 
T = -Zy cuts meg (£) zapt ev (5) (12.172) 
61 2r Me V1 Me 
et finalement : 
Kn = 0 (12.173) 
5 KÊ nel, 
Kp = er. Tes (12.174) 
2Me Vi 


On voit que la conductivité thermique est proportionnelle à la pression électronique et 
inversement proportionnelle à la fréquence de collision. 

Le coefficient Kn s’est annulé : dans le cas particulier étudié ici le terme en Vne 
qui figure dans le flux d'énergie T est donc entièrement dû aux flux convectifs ; le flux 
de chaleur F n’y apporte aucune contribution. Pour le terme en VTe, au contraire, Q 


nay 
apporte dans S une contribution juste égale à celle des flux convectifs. Il est évident 
que ces règles ne sont plus valables dans le cas où vı est une fonction de w ; on peut 
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prévoir cependant que dans la formule (12.166) donnant q le terme en Vne sera en 
général moins important que le terme traditionnel —K7VTe. 


On peut enfin signaler que certains auteurs considèrent que la conduc- 
tivité thermique doit être définie dans une situation où la pression neKkTe 
est constante, de sorte que les deux gradients sont reliés par la relation : 

Vne VT. 


= 12.1 
= T, (12.175) 


Cela ne change rien dans le cas particulier qui vient d’être étudié. Mais 
dans le cas général cela conduit à remplacer la formule (12.166) par : 


G=-K-VT. (12.176) 
avec : ee pa 
K=Kr- Tr (12.177) 


12.9 Plasmas intermédiaires 


Dans cette section nous étudions la théorie cinétique d’une famille de 
plasmas moyennement ionisés que l’on peut appeler les plasmas “in- 
termédiaires”. Ils sont caractérisés par le fait que les interactions entre 
électrons sont assez fortes pour établir entre les électrons un équilibre 
thermique correspondant à une température Te, cependant que la valeur et 


l’évolution de celle-ci sont déterminées par les interactions électron-neutre. 


12.9.1 Définition des plasmas “intermédiaires” 
a) Notion de distribution maxwellienne imposée 


Nous avons vu que le modèle de Lorentz qui sert de base à tout ce chapitre 
s'appuie sur l'hypothèse fondamentale que les interactions entre électrons 
sont négligeables par rapport aux interactions électron-molécule, ce qu’on 
peut écrire : 

Vee, Vei KM (12.178) 


où Vee et vı est sont les fréquences de collision e-e et e-o ; nous verrons 
au chapitre 13 (cf. tableau 13.2) que Vee et Vei sont du même ordre de 
grandeur. 

Mais d’autre part, la discussion du paragraphe 12.6.2 a montré 
l'importance des fréquences de relaxation de Tę, qui sont de l’ordre de 
grandeur de (m./m,)r1. On peut donc classer les plasmas en trois familles 
par ordre de degré d’ionisation croissant : 
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e Plasmas faiblement ionisés 

Vee » Vei K (Me/Mo) K nı (12.179) 
e Plasmas intermédiaires 

(Me/Mo)1 K Vee ; Vei KV (12.180) 
e Plasmas fortement ionisés 

(Me/Mo) VI V1 K Vee ; Vei (12.181) 


Les plasmas faiblement ionisés ont été longuement étudiés dans tout ce 
chapitre ; les plasmas fortement ionisés (collisionnels) le seront dans le 
chapitre 13. Reste la famille intermédiaire que nous allons étudier main- 
tenant. 

La condition Vee, Vei K vı exprime le fait que la relaxation des ani- 
sotropies est gouvernée par les collisions électron-neutre. La condition 
Vee, Vei © (Me/Mo)/1 exprime au contraire le fait que dans la relaxa- 
tion de la partie isotrope les collisions e-e jouent un rôle dominant : elles 
tendent à établir entre les électrons un équilibre thermique, c'est-à-dire à 
leur imposer une distribution maxwellienne. Nous étudierons au chapitre 
13 cette maxwellianisation des électrons par interaction e-e et montrerons 
qu’en l'absence de toute autre action elle se produit en un temps de l’ordre 
de 1/Vee- 

On conçoit donc que dans les plasmas intermédiaires obéissant à 
(12.178) la distribution des vitesses électroniques est en général une dis- 
tribution maxwellienne “imposée” par les interactions e-e. Il est évident 
toutefois que les interactions e-e ne font perdre, ni gagner aucune énergie 
aux électrons, de sorte que la température électronique Te et son évolution 
seront déterminées par les interactions électron-neutre (effet Joule et re- 
froidissement par collisions). Il est évident d’autre part que, dans les cas 
des champs de fréquence w >> Vee, Vei la distribution électronique com- 
portera des petits termes non maxwellianisés. 


b) Domaine d’existence des plasmas intermédiaires 


Pour évaluer de façon pratique l'importance du domaine des plasmas in- 
termédiaires, on peut tracer dans un diagramme de coordonnées ne/no, Te 
les deux courbes : 

Va = Vy (12.182) 


Wi (12.183) 
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où Geo est la section efficace de transfert de quantité de mouvement e-o 
calculée pour we = (2kT-/m,)!/?. Si maintenant on remplace Fa par la 
valeur (3.82), les deux équations ci-dessus deviennent : 


Ne Teo 1 

= — 12.184 

no  Tr2lnA ( ) 
Hey 2 Me Des? (12.185) 


no ™Monr2inA 


où To est la longueur de Landau. Les figures 12.3 et 12.4 représentent un 
tel diagramme dans les cas particuliers de l’hélium et de argon. On peut 


ool) 


-10 


Faiblement ionisé 


logio(x To}ev 
| as T— T A ne qe T T 
—2 —1 0 1 


Figure 12.3 : Les trois familles de plasmas dans le cas de l’hélium. 


en tirer les conclusions suivantes. Les valeurs critiques de n./n, dépendent 
essentiellement de T, et relativement peu de no [cela tient au fait que les 
valeurs absolues des densités n’interviennent dans (12.184) et (12.185) qu’a 
travers le terme In A]. Aux basses valeurs de T, les degrés d’ionisation cri- 
tiques deviennent très faibles. Par exemple dans l’hélium, à 20 K pour une 
température électronique kT, = 1.7 x 1073 eV, le domaine des plasmas 
intermédiaires correspond à des degrés d’ionisation compris entre 107}? et 
1078. Autrement dit, aux très basses valeurs de T, les interactions coulom- 
biennes deviennent dominantes même pour des valeurs extrêmement faibles 
de n./n.. Cela est évidemment dû au fait que la section efficace de Ruther- 
ford tend vers l'infini quand l'énergie relative tend vers zéro. Pour Te = 273 
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Fortement ionisé 


Mo = 2.69 x 1019 cm3 


Faiblement ionisé 


10g:0(% Te)ev 


—2 —1 0 1 


Figure 12.4 : Les trois familles de plasmas dans le cas de l’argon. 


K, les degrés d’ionisations critiques restent encore assez bas ; dans Vhélium 
par exemple le domaine des plasmas intermédiaires s’étend sur des valeurs 
de ne/No comprises entre 5 x 10-10 et 2 x 1076. 


En revanche lorsque Te devient élevé, ce qui est facilement le cas en 
présence d’un champ électrique, les valeurs critiques de n./n, deviennent 
relativement élevées. Par exemple, dans l’hélium, pour «7, = 5 eV, le 
domaine des plasmas intermédiaires s’étend sur les valeurs de n./n, com- 
prises entre 1075 et 1071. 


Dans le cas de l’argon (comme d’ailleurs dans Xe et Kr) les degrés 
d’ionisation critiques sont anormalement bas à cause de l’effet Ramsauer. 


Rappelons enfin que toute cette discussion n'est valable que si le refroidissement 
des électrons se fait par des collisions élastiques électron-molécule. Si des collisions 
inélastiques se produisent elles peuvent jouer un rôle très important dans le bilan 
d'énergie électronique et raccourcir les temps de relaxation de la partie isotrope de 
la distribution des vitesses électroniques. On peut montrer par exemple [226] qu’une 
petite proportion d’un gaz diatomique ajoutée comme impureté dans un gaz rare peut 
jouer un rôle important à cause des collisions inélastiques d’excitation des états de vi- 
bration des molécules. En général les collisions inélastiques ne modifient que la queue 
vers les hautes énergies de la fonction de distribution électronique, le corps de celle-ci 
restant souvent maxwellien du fait des interactions e-e. 
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12.9.2 Théorie cinétique des plasmas intermédiaires 


Tous les problèmes traités jusqu’à maintenant dans ce chapitre se simpli- 
fient considérablement dans le cas des plasmas intermédiaires parce qu’on 
peut supposer a priori que la partie isotrope de fe est une maxwellienne : 


3/2 
m 
Qo = Ne (Ez) exp(=mew?/2KTe) (12.186) 


Le problème de déterminer fe se réduit à calculer Te, et cela se fait assez 
simplement à partir de l’équation de bilan énergétique des électrons. 


a) Mobilité électronique (et conductivité) 


Le calcul de la mobilité électronique se déduit de l'équation générale 
(12.56). A partir de (12.186) on a maintenant (en omettant les indices 
e) : 
RL 
dw «KT 


L’anisotropie d’ordre 1 est donc d’après (12.52) : 


Qo (12.187) 


m S 
D = ao —— 7 2.1 
Al KT °° —iw + n 7 (ES) 


et l’échauffement par effet Joule est d’après (12.78) : 


dUx Arm? f” 3 
e 4 = ~ 
=> Ss ö <- —— : d 12.189 
(TE) Sari ol Se EX ) 
où l’on a posé : 
SI 
Uke = f ju asru? dw (12.190) 
0 


Le refroidissement par les collisions e-o s'obtient d’autre part à partir de 
la formule (12.83) de Chapman et Cowling, soit : 


dU Arm? T, p 
( ze) cess (1- Zz) | wa, dw (12.191) 
dt 66 Mo Te 0 


On trouve donc le résultat physiquement satisfaisant que ce terme 
d’échange d’énergie entre les électrons et les neutres est proportionnel & 
Te — To. 
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La température électronique s'obtient finalement en écrivant le bilan 
d'énergie des électrons : 


dUKe xe 
=0 12.192 
aaa) ay) 


Ce calcul est développé dans le problème P12-11 dans le cas simple où l’on 
aw =, — 0. 

On retrouve aussi pour les plasmas intermédiaires les règles de simili- 
tude déjà établies pour les gaz faiblement ionisés : 


è Ejn, est une fonction de Te et Ty. 

© Heno est une fonction de T, (ou, d’après la règle précédente, de E/n, 
et To). 

o Quand Te > To, Te et Heno ne sont plus fonction que de E/n,. 


b) Diffusion libre et conductivité thermique 


Les équations générales de la section 12.8 se simplifient aussi dans les 
plasmas intermédiaires. Le cas particulier v; = Cte est étudié dans [302, 
pp. 105-108] et dans le problème P12-12. 


12.10 Appendices 
A12-1 Anisotropies et hydrodynamique 


a) Définition des anisotropies microscopiques 


Il est commode, pour étudier les propriétés d’une fonction de distribution simple, de 
la développer localement en une série de fonctions sphériques de l’espace des vitesses. 
Pour cela, on représente un vecteur vitesse © par son module w et ses deux angles 
polaires @ et p (Fig. 12.5). Nous utilisons les fonctions sphériques avec les notations 
suivantes® : 


Cem = v Pom (cos 0) cos mp 

Sim = vf Pem (cos 0) sin my 

2 d™ Ps(cos 8) 
P, 8) = o) ————__+ 12.193 
ém(eos6) = (in Ti (12.193) 
et nous développons une fonction de distribution simple quelconque selon la formule : 
FF, W,t) = aolr,w,t) + D [em (T, w,t)Cem + Bem(r;w;t)Sem] (12194) 

£m 


8. De nombreux auteurs [267], [268] introduisent un facteur (—1)™ dans la formule de 
définition de Pm. En suivant [269, p. 110], nous préférons ne pas utiliser ce facteur. Nous 
sommes cependant cohérents avec [268, p. 332] qui utilise la notation Pem = (—1)" PP, 
où Pf” inclut le facteur (—1)™ et en conséquence Pem ne l’inclut pas. 
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Figure 12.5 : Coordonnées sphériques dans l’espace des vitesses. 


Les coefficients ao, Qem, Bem ne dépendent pas de l'orientation de W mais seule- 
ment de son module ; c’est ce que nous appellons des fonctions isotropes. Dans le 
développement ci-dessus, a, représente la partie isotrope de la fonction de distribution, 
et la somme qui suit, ses diverses anisotropies. Dans cette somme £ varie de 1 à oo, et 
m de 0 à £. 

Les anisotropies sont d’autant plus compliquées que les indices £ et m sont plus 
élevés ; le tableau 12.1 rappelle les expressions des premières d’entre elles. Remarquons 
que tous les Sz, sont nuls. 


| Coordonnées sphériques | Coordonnées cartésiennes 


w cos 


w sin ĝ cos yp 


w sin @siny 


w?(3 cos? 8 — 1)/2 (3w? — w?)/2 


3w? sin 8 cos 8 cos p 3wzWr 
S21 3w? sin ĝ cos Ô sin y Iwz Wy 
Cai 3w? sin? 6 cos(2y) 3(w2 — wi) 


3w? sin? 8 cos(2y) 6wewy 


Tableau 12.1 : Expression des fonctions sphériques d’ordre £ = 0, 1, 2. 


Les fonctions sphériques sont orthogonales sur toute sphère de l’espace des vitesses 
de rayon w ; autrement dit, l’intégrale d’un produit CymSsm! sur une telle sphère est 
toujours nulle ; il en est de même pour toutes les intégrales des produits CemC gm: et 
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Sim Serm!, Sauf pour £ = £', m = m’. Dans ce dernier cas, on a les règles de calcul 
suivantes (formules de normalisation) : 


2 3e — 2 1e 2+) _ 27€ + m)l 
fcm dS = [sem dS =w G+ DE ml (12.195) 
pour m # 0, et : 


An 
Cy)? dS = wet) —— 12.196 
fs 20) w M41 ( ) 


pour m = 0. 


b) Densité et vitesse de fluide 


La suite des coefficients ag, Gym, Bem constitue une description de la fonction f qui est 
d’ailleurs d’autant plus fine qu’on la pousse plus loin. Or, les moments macroscopiques 


n, v, Y, Q, etc. constituent une autre suite du même genre mais introduite pour 
des raisons plus physiques. Il est intéressant de calculer ces moments en fonction des 
anisotropies ; en portant dans leurs relations de définition le développement (12.194) 
on trouve que chaque moment ne fait intervenir que certains ordres d’anisotropie : ceci 
est dû aux propriétés d’orthogonalité des fonctions sphériques d’indices l différents. 


a) Densité n ne fait intervenir que la partie isotrope de f ; les anisotropies n’y 
contribuent pas à cause de l’orthogonalité des fonctions sphériques de ¢ différents. On 


a donc : = 
n= foa- sx f Qo wdw (12.197) 
0 


Il en est de même pour le calcul de la valeur moyenne d’une fonction isotrope quel- 
conque ; par exemple l’énergie cinétique moyenne ù des particules s’écrit : 


1 1 
u=- J ;mu*ao4ru? dw (12.198) 
n 


8) Vitesse moyenne Pour calculer w on remarque tout d’abord que le vecteur 
w s'exprime en fonction des seules fonctions sphériques d’ordre 1 : 


w = Crer + Si1€y + Cioe (12.199) 


Si on porte cette expression ainsi que le développement (12.194) dans la relation de 
définition de W, on voit que seules les anisotropies d’ordre £ = 1 donnent une contri- 
bution à w : 


1 
v= = Jeu + Sriey + Cioëz)(ar1C11 + B11S11 + a10C10) dw (12.200) 
A cause de l’orthogonalité des fonctions d’indices m différents cela se réduit à : 
1 
v=- [= f a110fidw + ey I BuSihdw + € Í cant (12.201) 


Pour effectuer les intégrations on pose 


dw = dwdS 
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où dS est un élément de surface sur la sphère de rayon w. On vérifie alors, soit par 
application de (12.195) et (12.196), soit par raison de symétrie, que l’on a : 


J (C11)?ds = J (S11)?dS = J (Cio)? dS = 4rwt/3 (12.202) 


En utilisant ces formules on effectue dans (12.201) l'intégration sur la sphère de rayon 
w et on obtient finalement : 


D = — aiw* dw (12.203) 


où &1 est le vecteur regroupant les trois coefficients d’anisotropie d'ordre 1 : 
— = = = 
Ql = aes + B11ey + aiez 


+ — — itai 4 
où êr, €y, €z sont les vecteurs unitaires portés par les axes. 


c) Tenseur de pression cinétique 
Rappelons tout d’abord que Ÿ peut s’écrire sous la forme : 


T=T-nm?? (12.204) 


F-m | ww few (12.205) 


est le tenseur flux de quantité de mouvement et nmw W le flux “convectif” de quantité 
de mouvement. Le calcul de T à partir des anisotropies se fait à partir des formules 
du tableau 12.1 en utilisant comme pour Ww les propriétés d’orthogonalité des fonctions 


sphériques. On obtient alors pour Ÿ l'expression suivante : 


T = Vo + Di + Va (12.206) 
avec : 2 1 
Yo = 374 6 =n(eT + mu?) (12.207) 
Ti = -nmr 7? (12.208) 
= dé œ | —a29 + 6a22 6822 3a21 
2 = Enf 66822 —a20 + 6a22 3821 | wo dw (12.209) 
15 Jo 3a21 3821 2020 


On voit que West relié aux anisotropies d’ordre £ = 0,1,,2. En combinant les deux 


équations (12.207) et (12.208), et en remarquant que la trace de Ÿ2 est nulle on vérifie 
que l’ona: 


nT = STF (12.210) 


conformément à la définition générale (cf. chapitre 9) de la température cinétique d’un 
gaz. 
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d) Vecteur flux de chaleur 
Rappelons tout d'abord que Q peut s’écrire [cf. (12.161)] sous la forme : 
1 = =, 
a = jm [murs du vom +B (12.211) 


où 
1 
jm f wu paw =o (12.212) 
est le vecteur flux total d’énergie et 
D -(nG6+Ÿ) (12.213) 


le flux “convectif” d'énergie. Le calcul de T est tout à fait semblable à celui de W et 
l’on obtient finalement : 


2 né = = 
q = En | au dw — D - (nū ô+ Y) (12.214) 
o 
On voit que 7 est comme Ÿ relié aux anisotropies d’ordre £ = 0,1,2. 


e) Distribution isotrope 


Dans ce cas f se réduit à a, et l’on a : 


vy = 0 
UV = nT 
q 0 


f) Distribution de révolution autour d’un axe 


Prenons pour axe Oz l’axe de symétrie. Le développement de f ne contient alors que 
des termes où m = 0 et l’on a : 


ar [© 
v= vz: = — aiowt dw (12.215) 
3n 6 
= pı 0 0 
v= O pL 0 (12.216) 
0 14078) 
avec : 
CO 
1 2 Ar 6 
pi =nKT + —nmv* — —m a2ow° dw (12.217) 
3 15 0 
2 8 on 
PI = nT nmu? + Tm azoazow? dw (12.218) 
3 15 ô 


Le vecteur q est porté par l’axe Oz (comme W et pour les mêmes raisons de symétrie) 
et l’on a : 


2r T 6 5 1 3 8m i 6 
q = qz = —m aiow? dw—=-nKTut+ | nmv? — —mv a2ow° dw} (12.219) 
3 0 2 6 15 0 
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g) Approximation “régulière” 


Dans de nombreux cas on a à considérer un gaz isotrope légèrement perturbé par une 
faible action anisotrope (champ électrique, gradient de densité ou de température...). 
On peut alors montrer que les anisotropies d'ordre £ sont d’ordre et par rapport au 
paramètre de perturbation €. Dans cette approximation dite “régulière” on a pour les 
grandeurs hydrodynamiques les règles simples suivantes : 


OO 
n = 0(1) = ax | aow* dw (12.220) 
0 
= Ar 7 4 
w =O(e) = — aiw’ dw (12.221) 
3n Jo 
Ÿ = nkT 8+0(e2) (12.222) 
—> an = — 6 5 — 
q =O(e) = ra aiw? dw — guru (12.223) 
0 


A12-2 Développenent de équation de Boltzmann 


Considérons l’équation de Boltzmann relative à une espèce de particules chargées, écrite 
sous la forme : 


of => af = D, — af _ 
ew Gt x D): SE aw) (12.224) 


et supposons f développée en fonctions sphériques selon la formule : 
f= ao(r, w, t) F D [aem (r, w, t)Cem + Bem(r, w, t)Sem)] (12.225) 


En portant cette expression dans l'équation précédente et en effectuant les calculs on 
peut écrire (12.224) sous la forme : 


Ao + 5 [AemCem + Bem Sem] =0 (12.226) 


Le problème que nous nous posons est de calculer les coefficients Agm, Bem en 
fonction des coefficients agm,, Bem et de leurs dérivées. 


a) Calcul de Of /0t 


En désignant par dg,, la dérivée par rapport au temps de ay» on a: 


ð : q ; 
A = Qo + Ÿ (tem Cm + Bem Sim) (12.227) 
et l’on a donc : 
(Aem) gg = em 


(Bem) af = Bem 
ot 
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b) Calcul du terme de diffusion w -L 
ar’ 


Ce calcul assez compliqué est développé dans [301] (cf. aussi problème P12-2). Il conduit 
pour les premiéres anisotropies aux formules : 


w? fOo11 , 0811 , Baro 
(Ao) gradient = 3 ( Ox ay + Əz ) (12.228) 
ao w? (0021 A821 020 
iit E= 3 3 2 12.229 
(A10)gradient Bz + 5 ( ar + ay + az ) ( ) 
ða w? aß ĝa 

(A11)gradient = = oR (= (—a20 + 6a22) + te +3 azr) (12.230) 

ðao w? Paz | Ba ) 
B int = — 12.231 
( 11)gradient ay + 5 (6 ay + a2 Oz ( ) 

et de manière générale à la règle : 

Al = +1 (12.232) 


c’est-à-dire que Agm et Bem sont fonctions des coefficients d’anisotropies aym et Berm 
d'ordre : 

Ua=l+1letl=e-1 (12.233) 
(cf. problème P12-1). Si f est représentée de façon approchée par un développement 
à deux termes, on établit facilement les formules ci-dessus (sans les termes £ = 2 ; cf. 
problème P12-2). 


c) Calcul du terme électrique 7 - = 


Ce calcul, analogue au précédent, est également développé dans la référence [302]. Il 
conduit pour les premières anisotropies aux formules : 


w Ô 
(Ao)électrique = (2 + 3 22) (Yxa + YyB11 + V210) (12.234) 
1 ða wa 
(A10 électrique =z w Da + (1+ 5 =) (342.021 La 3yy G21 + 22020) (12.235) 
1 ða w ð 
(A11 )électrique = Ye ae + (: + 22) [ya (—a20 + 6a22) + 6yyB22 + 3yz@21] 
P (12.236) 
a w 
(B11 électrique = = Yy— = +{1+——— [6-yx 822 F Yy(—&20 + 6a22) + 32 821)] 
w Ow 5 Ow 
(12.237) 
et de façon générale à la même règle 
Al = +1 (12.238) 


que pour le terme de diffusion (cf. problème P12-4). En négligeant les termes avec £ > 2 
on peut aussi obtenir directement les formules ci-dessus à partir du développement de 
f à deux termes (cf. problème P12-4). 


d) Calcul du terme magnétique @ x W - 2L 


aw 


Le calcul développé dans [302] (cf. problème P12-5) conduit maintenant aux formules 
plus simples : 


(Agm)magnétique = mMO2Bem (12.239) 
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(Bem) magnétique = -Maem (12.240) 
On voit que les fonctions sphériques sont “presque” des fonctions propres de 


l'opérateur Qxw- of avec les valeurs propres mQ : il y a simplement en plus 
ə 


échange avec inversion de signe entre les coefficients jumelés ag, et Bem. Si l’on avait 
pris comme base de fonctions, au lieu des fonctions réelles Cem et Sem, les fonctions 
complexes 

Yem = Cem + tSem (12.241) 
on aurait trouvé qu’elles étaient effectivement des fonctions propres avec pour valeurs 
propres imQ. 


e) Calcul du terme de collision B(f) 


Dans le cas particulier où B(f) se réduit à l’opérateur de Lorentz J (f) (12.19), le terme 
de collision, qui paraît a priori complexe, est en fait très simple pour des raisons de 
symétrie. Désignons en effet par w le vecteur engendré à partir de W par une rotation 
RW dans l’espace des vitesses. Pour chaque rotation R on peut associer à une fonction 
de distribution f(W} la fonction transformée Sf telle que l’on ait : 


Sf(RŸ) = f(W) (12.242) 


On définit ainsi un opérateur de rotation agissant sur l’espace des fonctions f. Nous 
allons montrer que les deux opérateurs J et S commutent. En effet l’on a : 


ISf(@) = J J [Sf(w’) — SF(T )\pdpde (12.243) 
w étant le vecteur vitesse initial et ul le vecteur vitesse final après la collision. On peut 


1 
aussi introduire les vecteurs W et W définis par : 


T =RU (12.244) 
— — 
wu’ = Rw’! (12.245) 


=> 
Les vecteurs W et w’ sont les vecteurs initial et final dans une autre collision. En effet, 
à cause de l’invariance par rotation de la loi de force, si l’on fait une certaine rotation 
R de la vitesse initiale, la vitesse finale subit la même rotation. On peut donc écrire : 


ISf(w) = J [erm — Sf(RW)]pdpde = J f(v) (12.246) 
c’est-à-dire : 
SJf(T) = SUS(RŸ)] (12.247) 
ou, d’après (12.193) : 
SJf(u) = Jf(w) (12.248) 
soit, finalement : 
SJf(u) = JSf(u) (12.249) 


L’opérateur J, commutant avec tous les opérateurs R, commute en particulier avec 
les opérateurs de rotation infinitésimale pz, py, pz. Les trois opérateurs J, p? et pz qui 
commutent entre eux ont en commun une base compléte de fonctions propres. Comme 
p? et pz agissent seulement sur @ et ọ, leur base de fonctions propres est bien définie. 
Ce sont les fonctions sphériques : 


Yem(@,") = Pem (cos @)e*™? (12.250) 
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On a donc : 
J[Yem (9, P)] = Vern(W)Yem (0, p) (12.251) 
où l'on considère w comme un paramètre. 
Montrons enfin que les valeurs propres vem ne dépendent pas de l'indice m : si f 


est une fonction propre de J avec la valeur propre k, on montre facilement que c’est 
aussi une fonction propre de Sf : en effet Jf = kf, et puisque S et J commutent ona: 


JSf = SJf = Skf =kSf (12.252) 


Il en résulte que toute somme de la forme : 


DAS Yen (8,0) 
s 


est une fonction propre de J avec la valeur propre vem. Mais on sait qu’une telle somme 
décrit la fonction sphérique générale d’indice £ ; en d’autres termes on a: 


JDA Sem (8, p) = Yeu(0,6) , avec w # m (12.253) 
3 


Cela montre que l'on a : 


J[Yeu(8,çe) =  nuemYen(0,9) 


Vem = Ven 
On peut donc récrire (12.202) sous la forme : 
JVem(8,p) = —ve(w)Yem(8, p) (12.254) 
d’où l’on déduit : 
Tu Yem] = —vew* Yom (12.255) 


soit finalement par combinaison : 
J(Cem) = Clm, J(Sem) = -Sem (12.256) 


Pour expliciter un peu vg, il suffit d’appliquer la formule générale (12.23) à la 
fonction particulière : 
Ceo = wf Pem(cos 8) (12.257) 


avec la condition initiale @ = 0. La valeur finale de @ n’est autre que l’angle de déviation 
x (qui dépend de w et du paramètre d’impact p). En posant donc dans (12.19) : 


f = Ceo(0) = w° (12.258) 
f’ = Ceolx) = w*Pe(cos x) (12.259) 
et en tenant compte de (12.23) on obtient finalement : 


ve(w) = 2rnow fo — Pe(cos x)]o(x) sin x dx (12.260) 


qui donne une expression générale de vg fonction de a(x) déterminée elle-même par la 
loi de force électron-neutre. 
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A12-3 Formule de Chapman et Cowling 


Dans leur célèbre ouvrage [286] paru en 1939 S. Chapman et T. G. Cowling ont écrit, 
après un raisonnement mathématique simplifié et un bref calcul, la formule (12.83) qui 
porte leur nom. Dans les années 50, au moment de la naissance de la physique moderne 
des plasmas, de nombreux lecteurs très perplexes sur la démarche de ces auteurs ont 
refait un calcul détaillé à partir de l'équation générale de Boltzmann (8.78) ou (8.79) 
et de l’analyse des paramètres dans une collision, en supposant pour les électrons une 
distribution isotrope quelconque, et pour les neutres une maxwellienne Fo (isotrope) 
à la température To. Ils ont alors trouvé que la formule de Chapman et Cowling était 
bien une bonne approximation de l’opérateur de Boltzmann, sauf dans un domaine très 
restreint des faibles vitesses électroniques où l’on aurait we & wọ. A titre d'exemple nous 
indiquons très rapidement les étapes de ce calcul en suivant [217]. On pose d’abord : 


fe = fod (12.261) 
où fo est la maxwellienne d’équilibre avec les neutres, et ¢ une fonction de distribution 
réduite sans dimension des électrons. En remarquant que dans une collision on a: 

JLF} — foFo =0 (12.262) 


on peut mettre l’opérateur de Boltzmann sous la forme : 


Mo 3 ove} n T 2x 2r Gi ; 
Jif) = no (saa) ERER - 4) 


mow? 
2KT 

Dans cette formule les notations x, we, Wo sont les mêmes que dans la section 12.2, mais 

ici on ne considère plus wọ comme négligeable et 8 et y désignent la colatitude et la 


exp go(x, 9) dp sin x dx sin 8 dB dy we dwo (12.263) 


longitude de w — o par rapport à w — e. On exprime ensuite la vitesse finale électronique 
w, en fonction des paramètres de la collision et l’on obtient : 


(1+ #2)(w2/u2) = 
1 + 52 + 2scos x 
+2uoe ((s — 1) cos B(1 — cos x) + (s + 1) sin £ sin x sin y) 


+2u2, (1 — cos x) (12.264) 

avec : 
S = Me/Mo (12.265) 
Uoe = Wo/We (12.266) 


Le paramétre s étant < 1, on cherche une approximation & la formule (12.263) valable 
pour s < 1. Mais il faut remarquer que (12.264) fait apparaître les deux paramètres s et 
uoe. En fait pour la plupart des collisions, les ordres de grandeur de ces deux paramètres 
sont liés car on a en général : 

uoe © s? (12.267) 
Dans ces conditions, on a : 
X We (12.268) 
et l’on peut calculer de façon approchée ¢’ — ¢ par un développement de Taylor. Les 
auteurs de [217] montrent par cette méthode que J(f) est à l’ordre s fourni par la formule 
de Chapman et Cowling. Ce calcul montre de plus que celle-ci tombe en défaut lorsque 
We => 0, c’est-à-dire pour les valeurs de we comparables à la valeur moyenne de wo. Cela 
explique certaines difficultés rencontrées quand on cherche à calculer une fonction de 
distribution électronique par résolution numérique de l’équation de Boltzmann. Celles- 
ci sont liées à une singularité à l’origine de la formule de Chapman et Cowling. On peut 
résoudre cette difficulté par une coupure judicieusement faite (cf. encore {[217]). 
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12.11 Problèmes 


P12-1 Règle de sélection pour le terme de diffusion 


Partant des relations fonctionnelles suivantes qui relient les fonctions de Legendre as- 
sociées : 


(28 + 1) cos @Pem (8) = (£ — m + 1)Pey1m(6) + (£+ m)Pe_1,m (6) (12.269) 
(2€ + 1) sin @Pe.m—1(8) = Pégim(8) — Pe—1m (9) (12.270) 
2m cos OPem (0) = sin 8 Po mii + (£ + m)(£ — m+1)Pe mi (12.271) 


montrer que les coefficients (Agm) gradient, (Bem)gradient de (12.226) dépendent seule- 
ment des termes gm et Berm avec V = L1. 


P12-2 Terme de diffusion dans l'approximation 
linéaire 
En supposant que f peut être représentée par le développement limité : 
f=ata-w (12.272) 


calculer directement les coefficients (Ao)gradient (Bii)gradient (A11)gradient 
(A10)gradient (simplifier les calculs en utilisant les résultats du problème P12-1). 


P12-3 Règle de sélection pour les termes électriques 


En partant des relations : 


ac, 1 

5 m = [Crime + (C+ m}(£+m—1)Ce1m 1) 
wa 2 

ac, 1 

m = [Semy — (+ m)(+m—1)Se 1m] 

Owy 2 

OC 

Fe = (+m)Ce im 
Wz 


valables pour m Æ 0, 


Ceo 
— = Cr 
Owe ft 
OC eg 

= —Se_ 
wy Eth 


et trois relations analogues écrites en changeant C en S et S en —C, montrer que 
les coefficients (Agm électrique, (Bem électrique dans (12.226) dépendent seulement des 
termes agi, Ct Berm, avec €’ = £+1. (Ces équations sont démontrées dans [302, appendice 
12B}.) 
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P12-4 Terme électrique dans l’approximation linéaire 
En supposant que f peut être représentée par le développement limité : 
f=oo+m.w (12.273) 

calculer directement les coefficients : 

(Ao)étectrique 

(Ai 1 Jélectrique 

(Bı 1 Jélectrique 

(A10 électrique 
(Utiliser les résultats du problème P12-3.) 


P12-5 Terme magnétique 


En partant des mêmes équations que dans le problème P12-3, établir les deux équations 
(12.239) et (12.240). 


P12-6 Effet Joule en présence d’un champ magnétique 


Dans un gaz faiblement ionisé, on suppose qu’il y a un champ électrique alternatif 
= > 

E = E,coswt et un champ magnétique continu B ; l'angle entre ces deux vecteurs 
est @. 


a) A partir de (12.81) et en supposant que la fréquence 11 de collision électron-neutre 
est indépendante de la vitesse, montrer que : 


oe = Alg(v) cos? 6 + h(v, b) sin? 8 (12.274) 

avec : 
v = v? w? (12.275) 
b = w? (12.276) 


Expliciter À, g(v) et h(v, b). 
b) En supposant le champ magnétique nul, tracer la courbe de dUge/dt en fonction 
de v. Trouver des approximations pour les valeurs faibles ou élevées de v1. 


c) En supposant le champ magnétique non nul, montrer que les changements du 
chauffage par rapport au cas ci-dessus sont produits par la composante EF, de 


E qui est perpendiculaire à B. Tracer le réseau de courbes : 
h(v, b) = Cte (12.277) 


sur un diagramme de coordonnées x = log, v et y = login b. Expliquer ce qui se 
passe sur les deux axes de ce diagramme. 


P12-7 *Normalisation de la formule de Margenau 


Si ao est la fonction de distribution de Margenau (12.97) on peut définir le terme de 
chauffage : 


we, = = — — Fe ‘BF (12.278) 
qui apparaît au dénominateur de l’intégrale de normalisation : 


co 
I= J ao4Tw? dw (12.279) 
0 
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a) Montrer que pour w fini et différent de 9, les deux quantités ci-dessus sont finies 
pour toute fonction vı (w). 


b) Montrer que pour w = 0 ou w = 2, les deux quantités ci-dessus sont encore finies si 
v (v) ne s’annule pas lorsque v — co. 


c) Montrer que pour w = 0 ou w — N, il y a des difficultés si vı (w) décroît comme 1/w 
ou plus rapidement lorsque w — oo. Quelle est la conclusion à en tirer dans ce 
dernier cas ? 


P12-8 *Champ critique en présence d’un champ 
magnétique 


Le champ critique d’échauffement des électrons [cf. paragraphe 12.7.3b)] s’exprime par 
des formules simples lorsque les fréquences w, |w—Q| et vı satisfont à certaines inégalités 


fortes. Établir celles-ci en fonction de Ey ou EL (composantes de E parallèle et per- 
pendiculaire à B) et des fréquences dans les cinq cas suivants : 

a) Collisions dominantes : 11 > w,Q. 

b) Champ magnétique dominant, basses fréquences : N > vı > w. 

c) Champ magnétique dominant, hautes fréquences : 2 > w > nı. 

d) Résonance cyclotron (partie centrale) : w > v1 > |w — |. 


e) Résonance cyclotron (ailes) : w > |w — Q| > 21. 


P12-9 Distribution de Druyvesteyn 


Établir l'équation (12.113) et calculer vi et C2 en fonction de yo et de la section efficace 
a de collision électron-neutre. 


P12-10 Fréquences de collisions moyennes pour la 
mobilité et la diffusion 


a) Établir l'équation (12.118). 


b) Calculer v| pour un plasma intermédiaire d’hélium où la pression et la température 
des neutres sont 1 torr et 273 K avec Te < 3 eV. Note : écrire vi en fonction de 
Te (eV). 


c) Établir l'équation (12.151) et y faire apparaître la section efficace o1 pour le transfert 
de quantité de mouvement. 


d) Calculer v{', pour le même exemple que ci-dessus. 


e) Établir une expression pour le rapport T!/Te où Te est la température cinétique et 
T; la température de diffusion fcf. (5.15)|. Exprimer ce rapport au moyen de oj. 


f} Trouver deux cas où T = Te. 
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P12-11 Plasmas intermédiaires : mobilité et 
température électroniques 


a) Montrer que dans un plasma intermédiaire où il y a un champ électrique continu 
et pas de champ magnétique, la température électronique Te et le paramètre de 
Townsend E/n, sont reliés par l'équation : 


1/2 1/2 
(fe)? £2 aan (1-2) ara 


Me So To e 


avec : po À 
ajue” du 
g° (Te) = PS ———— (12.280) 
I grue" du 
1 
et : 


80 = 10716 cm? 
ai 
o= 
So 


Mev? 


u = 
2KTe 


b) Montrer que dans un plasma intermédiaire la mobilité électronique est donnée par : 


4 e 1 Me o 
= — | ——— A(T. 
He = ane (< =) (= (Te) 


Sp u 
h= f e“d (3) (12.281) 
u=0 1 


c) En supposant que gı est une fonction lentement variable de l'énergie, trouver des 
expressions approchées des formules ci-dessus. 


avec : 


P12-12 Diffusion dans les plasmas intermédiaires 


On considère un plasma “intermédiaire” dans lequel no est constant dans l’espace et le 

temps, mais où ne, et éventuellement Te, varient dans l’espace. 

a) En supposant qu’il n’y a aucun champ électrique, montrer par comparaison de deux 
fréquences que la condition pour que la distribution électrique soit maxwellienne 
peut s’écrire : 

L> Lu (12.282) 


avec : 


De (=) (12.283) 


où L est une longueur caractéristique des gradients dans le plasma, et lee, Leo 
sont les libres parcours moyens d’un électron vis-à-vis des collisions e-e et e-o. 


b) En posant par exemple In A = 107! et Geo = 5 x 10716 cm?, représenter sur un 
diagramme de coordonnées : 


z = logio noy = login ne /T2 (12.284) 


le réseau des courbes Las = 107+}, 1, 10, 10? cm (no et ne en cm`3, Te en eV). 
Quelle est la valeur de Lu pour To = 300 K, p = 1 torr, ne = 1012, Te = 3 eV? 
Représenter sur ce même diagramme la limite des plasmas intermédiaires. 
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c) Montrer par comparaison de deux fréquences que la condition pour que le refroidisse- 
ment soit négligeable s'écrit : 


L> Lro (12.285) 
avec : 
L 
Mo 3 1 
Lro = 12.286 
To (= ) NoSeo ( ) 


Représenter sur le diagramme de la partie b) le réseau des courbes Lro = 
1071, 1, 10, 102 cm. Quelle est la valeur de Lro pour T = 300 K, po = 1 
torr ? Comparer cette valeur à celle de Lm de la partie b). Quelle conclusion 
qualitative peut-on en tirer ? 


Chapitre 13 


Théorie cinétique 
collisionnelle des plasmas 


13.1 Introduction 


Après avoir étudié dans le chapitre précédent la théorie cinétiqe des 
gaz faiblement ionisés, nous abordons maintenant celle des gaz forte- 
ment ionisés. En pratique nous nous limitons au cas des “vrais” plasmas 
complètement ionisés, et nous supposons pour simplifier l'écriture que le 
plasma est constitué d'électrons et d’une seule espèce d'ions de charge 
Gi = —ZQe. 

Cette étude est difficile pour les raisons suivantes : 


e Un gaz complètement ionisé ne peut pas être décrit correctement 
par le modèle de Lorentz ; en effet les deux types de particules qu’il 
contient (électrons et ions) satisfont bien à la relation Mme < mj; mais 
non à la relation d'indépendance des électrons entre eux qui s’écrirait 
Ne KN. 


e Le grand rayon d’action de la force de Coulomb introduit des diver- 
gences dans les intégrales de collisions. Nous avons vu en effet au 
chapitre 3 que la section efficace pour le transport de quantité de 
mouvement est apparemment infinie pour les interactions coulom- 
biennes. Cette divergence est due aux interactions lointaines ; elle 
signifie que la description cinétique classique des interactions en- 
tre particules au moyen de collisions binaires incohérentes tombe 
en défaut, à cause précisément de la décroissance relativement lente 
de la force de Coulomb avec la distance. 
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De façon précise nous avons vu dans la section 3.5 et nous reverrons dans 
la section 13.2 que l’on peut distinguer dans un plasma : 

- les interactions proches entre particules qui peuvent être décrites par 
des collisions binaires ; 

- les interactions lointaines pour lesquelles on doit considérer qu’une 
particule du gaz interagit en même temps avec un grand nombre d’autres 
particules. 

Les interactions lointaines multiples étant dominantes, nous avons déjà 
vu qu’on peut essayer d'étudier les propriétés d’un plasma au moyen d’un 
modèle de fluide continu : c’est ce que nous avons fait dans les chapitres 6 et 
7. Nous y avons considéré le plasma comme constitué de deux fluides con- 
tinus de charge électrique opposée, intimement mélangés, et nous avons 
fait une théorie purement macroscopique basée sur les équations hydro- 
dynamiques et les équations de Maxwell. Malheureusement cette théorie 
nest satisfaisante que dans l’approximation dite des plasmas froids (cf. 
paragraphe 9.2.7). 

Dans de nombreux problèmes il faut tenir compte de l'agitation ther- 
mique et étudier comme nous l'avons fait au chapitre 10 les interactions 
d’une particule individuelle avec le reste du plasma considéré comme un 
fluide continu. Cette théorie de Vlasov-Landau est la première approxima- 
tion dans la théorie cinétique des plasmas. 

Dans le présent chapitre nous étudions les effets produits par les colli- 
sions et posons ainsi les bases de la deuxième approximation : la théorie 
cinétique collisionnelle des plasmas. Celle-ci étant souvent d’un formalisme 
assez lourd, nous en exposerons les principes, établirons les résultats les 
plus importants, et dans d’autres cas citerons simplement les résultats en 
renvoyant le lecteur aux travaux spécialisés dans la théorie cinétique des 
plasmas. Cela étant, le plan du chapitre s'établit comme suit. 

Dans la section 13.2 nous revenons sur la divergence coulombienne, et sa 
suppression par la coupure de Debye, en traitant le cas simple des collisions 
e-i qui satisfont partiellement au modèle de Lorentz. Nous calculerons ainsi 
les deux premières frégences de relaxation définies au chapitre 12. 

Dans la section 13.3 nous introduisons le formalisme des coefficients de 
transport dans l’espace des vitesses qui décrivent l’évolution d’un faisceau 
de particules chargées injecté dans un plasma. Nous en déduisons dans la 
section 13.4 et dans l’appendice A13-1 les expressions et les propriétés des 
temps de relaxation par collisions dans un plasma. 

Dans la section 13.5 et dans l’appendice A13-2 nous établissons 
Péquation cinétique de Fokker-Planck qui tient compte des variations des 
temps de relaxation avec les vitesses, et qui est ’équation cinétique la plus 
utilisée pour le calcul des coefficients de transport usuels dans un plasma. 
Nous montrons dans l’appendice A13-3 qu’elle permet de décrire le re- 
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tour vers l’équilibre thermodynamique (maxwellianisation des électrons). 
Nous donnons alors dans la section 13.6 quelques notions générales sur les 
équations cinétiques des plasmas. 

Nous appliquons ensuite l’équation de Fokker-Planck dans la sec- 
tion 13.7 au calcul de la conductivité électrique en courant continu d’un 
plasma, en montrant que dans un champ électrique continu il apparaît un 
phénomène de découplage des électrons et des ions (électrons “runaways” ). 
Nous donnons enfin dans la section 13.8, sans démonstration, quelques for- 
mules décrivant les autres coefficients de transport usuels dans un plasma. 


13.2 Étude préliminaire des collisions 
électron-ion 


13.2.1 Relaxation électrons-ions. Coupure de Debye 


Pour amorcer la discussion des propriétés collisionnelles des plasmas, il 
est intéressant d'étudier les collisions binaires e-i en refaisant le calcul de 
la section 3.5 mais en se référant maintenant à la notion de fréquence de 
relaxation introduite au chapitre 12. Dans ce calcul on assimile donc les 
ions à des centres de potentiel fixe de masse infinie, ce qui est justifié par 
la petite valeur du rapport m./m; ; on néglige d'autre part les interactions 
e-e, ce qui par contre n’est pas correct puisque l’on n’a pas ne & ni ; nous 
les introduirons donc plus tard dans la section 13.3. 

L’angle de déviation d’un électron de vitesse we et de paramètre 
d'impact p se calcule (cf. paragraphe 3.2.4) au moyen des formules : 


X=T— 20m (13.1) 
tan Ôm = £ (13.2) 
Ze 
ETEA 13. 
p AT Eo Me W2 ss) 


ou Po est le paramètre d’impact critique pour les électrons de vitesse we, 
c’est-a-dire la valeur de p qui conduit 4 une déviation de 90°. 

Essayons de calculer les fréquences de relaxation des anisotropies en 
utilisant la formule (12.24) ; on a: 


1-# 


mE (13.4) 


COS X = — 


avec : r 
t= — 13.5 
a (13.5) 
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d’où : 


1-P, (cos x) = 1 — cosx = 75 (13.6) 
1 — P (cosx) = : (1 — cos? x) = soe (13.7) 
et l’on a théoriquement : 
a Î j a (13.8) 
Va (we) = 27 n; We p? [ m (13.9) 


Ces deux intégrales sont infinies ; elles présentent à cause de leur borne 
supérieure une divergence logarithmique ; pour préciser, limitons, d’une 
façon pour l'instant arbitraire, les intégrations à une valeur tı = p1/p, de 
la borne supérieure ; on obtient alors : 


vy (We, Pi) = 2T Ni We p? In(1 + t?) (13.10) 
1 
Va (We, P1) = ÔT n; We p2 [a +15) + Tr | (13.11) 
1 


En principe, pour calculer vı et v2, on doit remplacer pı par l'infini 
dans ces deux formules ; on trouve alors des valeurs infinies ; cette diffi- 
culté est l’une des nombreuses de ce genre qui proviennent du grand rayon 
d’action de la force de Coulomb : la divergence est due essentiellement aux 
collisions lointaines, pour lesquelles p/po est grand et la déviation petite ; 
si au contraire on appelle collisions proches les collisions pour lesquelles 
la déviation est supérieure à 90°, on peut définir sans ambiguïté pour ces 
collisions une fréquence de collision vgọ qui est évidemment : 


V90 = TN; We D? (13.12) 


C’est cette quantité qui apparaît au début des formules (13.10) et (13.11) ; 
mais elle y est multipliée par un facteur logarithmique qui mesure l’impor- 
tance des collisions lointaines. 


13.2.2 Coupure à la longueur de Debye 


On a vu dans la section 1.4 que les corrélations entre particules permet- 
tent de considérer que dans un plasma en équilibre thermodynamique le 
potentiel électrostatique apparent d’un ion est à la distance r de celui-ci : 


a 13.13 
8 dee (13.13) 
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pour r > ro avec : 


e2? 


— Ane, KT 
2 
X= A ENS (13.15) 
nee (Z+1) Z+1 

Pour les distances r > À, le potentiel de Coulomb subit donc une coupure 
exponentielle et ceci suggère que dans le calcul des relaxations on peut 
effectivement arrêter les intégrations à une valeur du paramètre d'impact 
de l’ordre de grandeur de Às. Pour préciser cette question très impor- 
tante, rappelons que nous avons comparé au paragraphe 1.6.1 les ordres 
de grandeur des diverses longueurs fondamentales qui interviennent dans 
la théorie d’un plasma, à savoir : 


To (13.14) 


èe r, longueur de Landau 
e de distance moyenne entre les électrons 
e Ap longueur de Debye 


Du point de vue, qui nous intéresse ici, des collisions e-i on peut 
également considérer deux autres longueurs : 


e le paramètre d’impact critique défini par la formule (13.3) 
e le libre parcours moyen d’un électron entre deux collisions proches 


Ces deux derniéres grandeurs étant fonctions de we, il est intéressant de 
considérer dans un plasma proche de l'équilibre thermodynamique local 
leurs valeurs moyennes obtenues en remplaçant we par sa valeur la plus 


probable, We = V 2 KT/ me, soit : 


pe Ze? Z 
P 


2S = 13.1 
Bre, KT 2” (13516) 


1 


Ago ave) 
N Ti Po 


(13.17) 
On voit donc que 5, est, au facteur Z/2 près, égal à la longueur de Landau. 
Ceci étant nous avons montré dans la section 1.6 que les plasmas gazeux 
que l’on rencontre en pratique appartiennent à une grande famille que nous 
avons appelée les plasmas cinétiques classiques. Dans ceux-ci l'énergie de 
corrélation des particules est bien plus petite que leur énergie cinétique 
d’agitation thermique (analogie avec les gaz parfaits) et l’on a: 


To, Do X de € Àp K À90 (13.18) 
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Figure 13.1 : Schéma d’une trajectoire électronique. 


La signification physique de ces diverses inégalités est représentée sur 
la figure 13.1 qui est un schéma grossier d’une trajectoire électronique. On 
y voit que : 

- Po est bien plus petit que de ; donc les collisions proches sont des 
phénomènes binaires bien définis où interviennent seulement un électron 
et un ion. La situation serait très différente dans les plasmas classiques 
corrélés (cf. Fig. 1.3) où les inégalités (13.18) seraient renversées et où la 
notion de collision binaire perdrait tout sens. 

- Xoo étant bien plus grand que de, les collisions proches sont 
des phénomènes assez rares : par contre les collisions lointaines sont 
extrêmement fréquentes ; on a représenté leur action sur l’électron par 
les petites ondulations de trajectoires entre deux fortes déviations. On 
peut donc classer les collisions e- selon la valeur du paramètre d'impact 
en quatre familles : 


© p < Po : collisions proches, interaction de Coulomb binaire sans 
atténuation 

e Do < p < de : collisions lointaines, interaction de Coulomb binaire 
sans atténuation 

e de < p < àp : collisions lointaines, interaction de Coulomb multiple 
sans atténuation 

e Ap < p : collisions lointaines, interaction de Coulomb multiple avec 
atténuation. 
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Dans la troisième région, il n’y a plus de collisions binaires mais un 
phénomène de diffusion multiple ; le calcul de vı et de v2 a donc un sens 
discutable ; cependant divers auteurs ont montré, par un calcul statistique 
sur ces déviations multiples [228], [229}, qu’on obtenait le bon ordre de 
grandeur des phénomènes! en utilisant la théorie des collisions binaires, 
même pour p > de et en limitant p à une valeur voisine de Àp ; au-delà de 
cette valeur l’exponentielle de Debye supprime toute interaction notable. 
Nous avons d’ailleurs précisé dans la section 3.5 qu'il était raisonnable pour 
effectuer cette coupure de ne tenir compte que de la partie électronique 
des corrélations, c’est-à-dire de poser dans les formules (13.10) et (13.11) 
pı = Ap. On obtient ainsi : 


vi(we) = 47 Ni We p In (2) (13.19) 
Po 
AD 

vo(we) = 127 ni We p? In = (13.20) 
o 


Les valeurs ainsi obtenues sont fonctions de we : si Pon néglige les vari- 
ations lentes introduites par le terme logarithmique on voit d’après (13.3) 
que vı et v varient aproximativement comme w, ~3 ; quand on considère 
un plasma dont l’état est voisin de l’équilibre thetmodynantique on est 
souvent plus intéressé par des valeurs moyennes que nous définirons ainsi : 


Pi = An ni We Po? In À (13.21) 
T3 = 120 ni We Po MA (13.22) 
avec? : i 
à T 
A = 22 = gre?/? E ) (13.23) 
Po ni? 
soit : 
T3/2 
A = 8.26 x 10° ——. PRE (SI) (13.24) 
e 


1. Tl est en fait à peu près évident physiquement que la superposition simultanée de 
faibles déviations, qui est la situation réelle, est équivalente à une suite de collisions 
dans le temps, qui est le modèle utilisé ici. I] suffit pour cela que les déviations soient 
aléatoires et faibles. 

2. Certains auteurs utilisent pour caractériser l'importance des collisions lointaines 
des notations légèrement différentes : 

Spitzer [313], ir et al. [306]: Asnkarofsky = (3/2)A et We = (3kT/me)!/? 

Balescu [314] : = (ni/3 62 J4neoKT) = 7 1/3A-2/8 (Z = 1) 

Divers: np = 4 tenet = ZA/6 = nombre d’électrons dans la sphére de Debye. 
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T3/2 
— 8.26 x 10° 


ZF (CGS) (13.25) 
Ne 
3/2 
1.03 x 1010 ET (eVcT) (13.26) 
Te 


Nous avons vu d’ailleurs dans la section 3.5 qu’au-dessus de T, = 4 x 105 
K, il fallait apporter une légère correction d’origine quantique à In A. Les 
valeurs ainsi corrigées de A ont été données au chapitre 3 (cf. tableau 3.5). 

On peut aussi expliciter 71 en fonction de ne et T ; on obtient avec 
les mêmes unités que dans (13.23) et (13.26) les formules pratiques très 
importantes : 


21/2 et neZ 


7T = Tera pa pra MA (13.27) 
= 48310- Tr (SI) (13.28) 
= 188 a (CGS) (13.29) 
= 3.8710-6 ae (eVcT) (13.30) 


13.3 Coefficients de transport dans 
l’espace des vitesses 


13.3.1 Définitions générales 


L'analyse du paragraphe précédent a montré, sur le cas des collisions e-i, 
que les collisions lointaines, correspondant à des petits angles de déviation, 
jouent un plus grand rôle dans l’évolution statistique des électrons que les 
collisions proches. Profitant de cette propriété nous allons maintenant, 
pour étudier de façon plus générale toutes les interactions qui peuvent 
se produire dans un plasma, utiliser un formalisme introduit par Chan- 
drasekhar [287, p. 89] à propos des amas d'étoiles et appliqué ensuite 
aux plasmas par Spitzer [313]. Pour cela considérons l’expérience idéale 
représentée sur la figure 13.2 : un faisceau de particules monocinétiques 
chargées d’espéce a pénètre en AA’ dans une région où il y a d’autres par- 
ticules chargées d’espéce b. La fonction de distribution f(W) des vitesses 
des particules 6 est supposée homogène dans toute la région traversée par 
les particules a. On fait de plus pour étudier ce problème les hypothèses 
suivantes : 
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1. La densité du faisceau de particules a est assez faible pour que les 
interactions a-a soient négligeables. 


2. Les particules a se déplacent à l’intérieur du gaz de particules b en 
interagissant seulement avec les particules b. 


3. Les interactions des particules a avec les particules b sont décrites 
comme une suite de collisions binaires lointaines se succédant de 
façon complètement aléatoire. 


Figure 13.2 : Diffusion d'un faisceau de particules tests a par des particules 
cibles b. 


e L'hypothèse 1) n’est pas critiquable : on peut toujours en pratique 
prendre une densité des particules a assez faible pour qu'elle soit 
satisfaite. On peut alors considérer que le faisceau des particules a 
est constitué par une suite de particules a, arrivant les unes après les 
autres à des intervalles de temps suffisamment grands ; on dit alors 
que les particules a constituent des particules “tests”. 


e L'hypothèse 2) est moins satisfaisante. En pratique, si l’on veut que 
la cible ait une densité suffisante, on est forcé de la constituer avec 
plusieurs espèces de particules constituant un milieu macroscopique- 
ment neutre. L'application des résultats obtenus à l’étude des plas- 
mas supposera que l’on superpose d’une certaine manière les effets 
des diverses espèces de particules b. Cette superposition ne sera en 
fait possible de façon simple que si l’on admet l'hypothèse 3) qui 
décrit les interactions comme une suite de collisions binaires sans 
corrélation entre elles. 
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e L'hypothèse 3) est la moins satisfaisante. La discussion faite au para- 
graphe précédent permet de prévoir qu’elle conduira à des diver- 
gences, et que celles-ci ne seront levées qu’en effectuant une coupure 
sur les paramètres d'impact. La justification exacte de cette coupure 
est en fait liée à une analyse des phénomènes dans laquelle on intro- 
duit les corrélations et les interactions collectives. 


Quoi qu'il en soit, les diverses particules a ne suivent pas toutes la même 
trajectoire, ce qu’on a souligné dans la figure 13.2 en représentant deux 
trajectoires particulières suivies par les particules a; et ag. Le faisceau 
incident monocinétique subit donc une certaine dispersion des vitesses. 
On précise cette notion en introduisant des coefficients statistiques définis 
comme suit. 

Si wa est la vitesse initiale d’une des particules a , on désigne par 
we + AW, la vitesse qu’elle a après un trajet de durée At à travers le gaz 
de particules b. Aw, varie d’une particule à une autre ; il est raisonnable 
toutefois d’admettre que la valeur moyenne de Aw, est proportionnelle à 
At ; on considère donc la valeur moyenne Aw,/At calculée sur un grand 
nombre de particules tests. On écrira cette grandeur {Aws),/At. Les com- 
posantes (Awar)b/At, (Away)s/At, (Awaz),/At de (Awz),/At sont les 
coefficients de transport du premier ordre qu’on peut appeler coefficients 
de déplacement dans l’espace des vitesses. 

On peut également considérer pour chaque particule le tenseur 
Avg Awa/At et la valeur moyenne (Aw? Awj),/At de ce tenseur cal- 
culée sur un grand nombre de particules tests. Les composantes de ce 
tenseur sont les coefficients de transport du second ordre ou coefficients de 
diffusion dans l’espace des vitesses. 

De manière générale ces divers coefficients de transport sont fonctions 
de wa et de la distribution des vitesses f(wy) des particules cibles. Nous 
en donnons dans l’appendice A13-1 des expressions générales ; mais on 
peut remarquer tout de suite que si la fonction de distribution f(w,) des 
vitesses des particules cibles est isotrope on a par raison de symétrie, en 
prenant pour axe Oz la direction de la vitesse initiale : 


(Awaz)o Tr (Away) = 0 (13.31) 


(Awaz Away)s = (Away Awaz)» = (Awaz Awaz) = 0 (13.32) 


et : 
(Awaz)s #0 (13.33) 


((Awaz)*)> = ((Away)*), # 0 (13.34) 
((Awaz)”)s #0 (13.35) 
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Dans ce cas, il ne reste donc que trois coefficients distincts à considérer : 
(Awaz)o/At, ((Awar)*),/At et ((Aws.)?)5/At que nous noterons main- 
tenant (Away)s/At, $((Awa1)?)o/At et ((Away)?}s/At ; on peut leur don- 
ner les noms suivants : 


(Awa)s/At coefficient de ralentissement 
((Awa1)?),/At coefficient de dispersion angulaire 


Awar)?}v/At coefficient de dispersion longitudinale 
Il 


Les deux premiers sont les plus importants. Ils ont un sens parfaitement 
clair. Le troisième intervient dans la quantité ((A way)”) — (A waj)? qui 
est associée à la dispersion longitudinale des vitesses. 


13.3.2 Collisions e-i. Relations avec les fréquences 
de relaxation 


Dans le cas des collisions e-i le calcul des coefficients de transport se sim- 
plifie beaucoup ; on peut en effet alors supposer en première approxima- 
tion que les ions sont immobiles et de masse infinie ; on obtient ainsi une 
description analogue à celle du modèle de Lorentz pour les collisions élec- 
tron-neutre dans les gaz faiblement ionisés ; la fonction de distribution 
f (we) des particules cibles s’élimine du calcul. 

Considérons donc un électron de vitesse we qui circule dans le gaz 
d'ions ; pendant un intervalle de temps At il parcourt une longueur dx = 
we At ; d’après la définition de la section efficace différentielle il effectue 
un nombre probable de collisions donnant lieu à une déviation comprise 
entre x et x + dy égal a: 


ni[o(x) 27 sin x dx]uwe At (13.36) 


Dans chacune de ces collisions sa variation de vitesse selon la direction 
initiale est : 


AWe = —We (1 — cos x) (13.37) 


La variation probable due aux collisions d’angle compris entre x et x + dx 
est : 


Awe), = —n; w? (1 — cos x) [o (x) 27 sin x dx] At (13.38) 
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En ajoutant les contributions dues à tous les angles de déviation possibles, 
c’est-à-dire en intégrant sur x, on obtient : 


AW Ji 
Let = -n w? fo — cos x)ø (x) 27 sin x dx (13.39) 
soit, compte tenu de la définition (12.26) de 1 : 
(Awe ):/At = —we v1 (we) (13.40) 


Soulignons que dans ce calcul nous avons admis qu’il y avait addition 
des variations de vitesse longitudinale Aw, dues aux diverses collisions : 
ceci est valable si l’on a affaire à des collisions lointaines dont l’action 
globale ne donne qu’une faible déviation. La situation est différente pour 
les variations transversales de vitesse Awe] : ces déplacements s’effectuent 
en effet dans des directions réparties de façon aléatoire autour de l’axe 
du faisceau, de sorte que lorsque N déviations élémentaires identiques se 
produisent, la déviation statistique radiale résultante est égale à VN fois 
la déviation élémentaire : ce sont donc les carrés des déviations (Awe, )” 
qui s'ajoutent (tout au moins si les déviations restent faibles). Le calcul 
de {(Aw.1)?) se mène donc comme celui de (Aw,)) et l'on a: 


(Awel)? = n; w? (1 — cos? x) [o(x) 2r sin x dx] dt (13.41) 


soit, compte tenu de (13.9) : 


((Awe1)?);/At = m w? / [1 — Pp (cos) Jo(x) 2m sinxdx (13.42) 


((Awe1)?);/At= ; w? va (we) (13.43) 


On voit donc que le calcul des deux premiers coefficients de transport dans 
l’espace des vitesses se ramène à celui des deux premières fréquences de 
relaxation ; il soulève donc les mêmes difficultés dues à la divergence des 
intégrales à calculer. En faisant comme précédemment une coupure à la 
longueur de Debye, on obtient donc, en portant dans (13.40) et (13.43) les 
expressions (13.19) et (13.20) de v et v2: 


(Awey):/At = —4m ni w ph In A (13.44) 


((Awe,)?);/At = 87 n; w3 p? nA (13.45) 
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13.3.3 Collisions a-b. Distribution maxwellienne 
dans la cible 


Un calcul général des coefficients de transport dans l’espace des vitesses 
a été fait par MacDonald, Rosenbluth et Judd [230], [231] à partir des 
hypothèses que nous avons énoncées au paragraphe 13.3.1. Ce calcul est 
développé dans l’appendice A13-1. Il conduit aux formules suivantes pour 
des particules tests d’espéce a et des particules cibles d’espéce b : 


(Awa)s/At = Las Han (13.46) 
— A —> ð 

(Awe Awab /At = Tab == == Gab (13.47) 

OW, OWe 

avec : 3 
1 Za Ze e? 
ae 48 
Lab zzl = | In À (13.48) 
— 

Hise LN ES (13.49) 

Mo [Wa F we| 
Ga) = f iE — BI F) du (13.50) 


Si la fonction de distribution f(w,) des particules cibles est maxwellienne, 
il n’y a plus que trois coefficients scalaires à considérer et l’on obtient (cf. 
appendice A13-1) pour les deux premiers : 


(AT par" [ZZ] (a4 Me) Rag) mA (351) 
% allj 21e | ma We Ma on ; 
np [Ze el? 1 
(AWa1)*)o/At = 5 ES = S(u) MA (13.52) 
avec : ip 
dae a (13.53) 
Wh 


Wp étant la vitesse la plus probable ,/2«7T; / mẹ des particules cibles. Les 
fonctions R(u) et S(u) sont explicitées dans l’appendice A13-1 [cf. for- 
mules (13.63) et (13.65)]. Leurs principales propriétés sont résumées dans 
le tableau 13.1 et sur la figure 13.3. 

On voit que R(u) est maximum pour u = 1. On en déduit la pro- 
priété physique intéressante que le ralentissement d’un faisceau de parti- 
cules d’espce a par les particules d’espéce b est maximum quand la vitesse 


358 Théorie cinétique collisionnelle des plasmas 


0.376u 0.214 1/20? 0 


0.629 l/u 0 


Tableau 13.1 : Propriétés des fonctions R(u) et S(u). 


Wa des particules incidentes est égale à la vitesse la plus probable W des 
particules b dans la cible. Ce résultat peut être relié au fait que la section 
efficace de Rutherford est une fonction décroissante de l’énergie du mou- 
vement relatif. Il est donc normal que l’on ait un maximum d'interaction 
quand wą = we parce qu’alors il y a un maximum du nombre de particules 
b ayant une faible vitesse relative par rapport aux particules a. 


St) 
Si AU) 
10°? 
10% 
1 10 


Figure 13.3 : Variations de R(u) (~ralentissement) et de S(u) (~déflexion). 
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13.3.4 Coefficients de ralentissement dans un plasma 
a) Règle d’addition 


Considérons maintenant le cas, plus réel que celui décrit dans les para- 
graphes précédents, où un faisceau de particules d’espèce a pénètre dans 
un plasma macroscopiquement neutre (Fig. 13.4). Pour simplifier l'écriture 
on suppose que ce plasma est constitué d'électrons et d’une seule espèce 


d'ions de charge q; = —Z qe. On admet par ailleurs que les distributions 
de vitesse des électrons et des ions sont toutes deux maxwelliennes avec 
Te = T;. 


Les coefficients de transport des particules a sont dus à l’action des 
électrons et des ions du plasma ; on suppose que ces actions s’additionnent 
purement et simplement, de sorte que l’on a : 


(Away) = (Away)e + (Awaji (13.54) 


(AWa1)?) = (Awa) e+ (AWa1))i (13.55) 


Cette règle de superposition est évidemment satisfaite quand on décrit les 
interactions comme une suite de collisions binaires sans corrélations : elle 
est donc soumise aux mémes incertitudes que les formules des paragraphes 
précédents. 


b) Ralentissement d’un faisceau d’électrons 


La formule (13.51) appliquée à un faisceau d’électrons donne, compte tenu 
de la condition m & mi; : 


Ne e \? 
(Awe e / At = Dre (=) 2 R(uee) NA (13.56) 
ny Zey? 
A (/At = -= (—— ei) | 13.57 
(Awey):/At me (2) R(uei) In A (13.57) 
d’où l’on déduit par addition : 
Ne e \? 
(Awe) ei/At = re (= =) A(we) In A (13.58) 
avec : ni 
A(we) = 2 R(uee) + Z? = R(uei) (13.59) 


La figure 13.5(a) représente les variations de A(w.) avec we en supposant 
à titre d'exemple Z = 1 et m;/m. = 1836 (cas d’un plasma d’hydrogéne 
atomique). 
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e i 


Nee + Niq; = 0 


T, = 7; 


Figure 13.4 : Diffusion d’un faisceau de particules tests a dans un plasma 
en équilibre thermique. 


On peut appeler électrons thermiques ceux d’un faisceau où l’on aurait 
We = We. L'analyse de la figure 13.5 montre que le ralentissement d’un 
faisceau d'électrons thermiques ou suprathermiques (we > We ) s'effectue 
de façon à peu près égale sur les électrons et sur les ions du plasma. On 
vérifie d’autre part facilement que la formule (13.58) redonne l'expression 


(13.44) lorsque we > Wj. 


c) Ralentissement d’un faisceau d’ions 


En faisant le méme calcul pour les ions on obtient : 


Ne e y 
(Awie i/At = EE (=) B(w;) nA (13.60) 
avec: sri 
B(w;) = Z? a [R(uie) + 2Z R(ui)] (13.61) 


La figure 13.5(b) représente les variations de B(w;) (toujours dans le cas 
particulier Z = 1 et m;/m. = 1836). Si l’on appelle maintenant ions 
thermiques les ions tels que w; = W; on voit sur cette figure que le ralen- 
tissement d’un faisceau d’ions thermiques s'effectue principalement sur les 
ions du plasma. Il en est de même pour les ions suprathermiques jusqu’à 
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une valeur de w; de l’ordre de (m; pme)” #5. Au-delà de cette valeur le 
ralentissement d’un faisceau d’ions se fait principalement sur les électrons. 
Cette propriété qui est en opposition avec les idées habituelles sur le ralen- 
tissement de particules par collisions (ralentissement maximum quand les 
particules cibles ont la même masse que les particules incidentes) est liée à 
la présence du facteur zg? au dénominateur de la formule de Rutherford, 
qui montre que les collisions les plus efficaces sont celles où la vitesse rela- 
tive est la plus faible. Or la vitesse des ions rapides est évidemment plus 
proche de celle des électrons thermiques que de celle des ions thermiques. 


13.3.5 Coefficients de dispersion angulaire 
dans un plasma 


Des calculs analogues donnent pour les coefficients de dispersion angulaire : 


2 Ne e? à 1 

((Awe1)}ei/ At = re (=) a Cle) In À (13.62) 
242 
((Awi1)?)/At = = (=) = Pw) In À (13.63) 
avec : ia 
C(we) = S(uee) + Z (=) S(uei) (13.64) 
2 ~N 1/2 

D(w:) = (==) [ste + Z (=) stu) (13.65) 


Les figures 13.5(c) et 13.5(d) représentent les variations de C'(we) et D(w:) 
(dans le cas particulier Z = 1 et m;/me = 1836). On y voit que : 

— la dispersion angulaire d’un faisceau d’électrons thermiques ou supra- 
thermiques se fait de façon à peu près égale sur les électrons et sur les ions 
du plasma ; 

— la dispersion angulaire d’un faisceau d'électrons hypothermiques se 
fait principalement sur les ions du plasma ; 

— la dispersion angulaire des ions est plus faible que celle des électrons 
dans un rapport qui est de l’ordre de (Z m./m;)? ; 

— la dispersion angulaire d’un faisceau d’ions thermiques ou légèrement 
suprathermiques (w; < W; (m;/me)'/?) se fait principalement sur les ions 
du plasma ; 

— la dispersion angulaire d’un faisceau d’ions fortement suprather- 
miques (wi > (m;/me)'/?%;) se fait de façon à peu près égale sur les 
électrons et sur les ions du plasma. 
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Figure 13.5 : Coefficients de transport dans un plasma en équilibre ther- 
mique. 

A Ralentissement d’un faisceau d’électrons. 

B Ralentissement d’un faisceau d’ions. 

C Dispersion angulaire d’un faisceau d'électrons. 

D Dispersion angulaire d’un faisceau d'ions. 


Les axes de coordonnées sont gradués en coordonnées logarithmiques ; voir dans 
le texte les constantes de proportionnalité qui permettent de passer des fonctions 
A, B, C, D aux coefficients de transport. 
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13.4 Les temps de relaxation 
dans un plasma 


13.4.1 Définitions 


À partir des coefficients de transport dans l’espace des vitesses on peut 
définir des temps de relaxation. Si les particules cibles b ont une distri- 
bution isotrope on introduit pour un faisceau incident de particules a les 
deux temps caractéristiques : 


(tr)ab = Re temps de relaxation de ralentissement (13.66) 
a||/b 
2 
(ED )ab = po temps de relaxation de déflexion (13.67) 
((Awai)”)e 


Si l’on admet des règles d’addition (13.54) et (13.55) on peut définir des 
temps de relaxation totaux du faisceau de particules a, au moyen des 


formules : i i 
(ta = > Ch (13.68) 

1 1 
Ge Co gaes 


Ces temps de relaxation sont utiles pour étudier de façon semi- 
quantitative l’évolution du faisceau incident : t, donne l’ordre de grandeur 
du temps au bout duquel wa s’annule et tp l’ordre de grandeur du temps 
au bout duquel la divergence du faisceau devient importante. On peut re- 
marquer que les relations telles que (13.66) et (13.67) par exemple sont en 
fait des relations différentielles qu’on peut écrire aussi : 

dwaj) Wa 


= —— 13.70 
dt tr 


(Wall) étant à l'instant t la valeur probable de la vitesse des particules 


du faisceau selon la direction initiale de we. Cependant on ne peut pas 
intégrer cette équation en considérant t, comme constant ; d’autre part 
elle n’est évidemment valable que pendant une période initiale où (wal) 
reste voisin de w, et la divergence du faisceau assez faible. Au-delà de cet 
intervalle de temps il faut écrire une équation d’évolution pour la fonction 
de distribution f (wo) des particules tests ; il est évident que cette équation 
devra tenir compte du fait que les temps de relaxation varient avec wa. 
Nous l’établirons sous la forme dite de Fokker-Planck dans la section 13.5, 
puis nous étudierons de façon plus générale les équations cinétiques des 
plasmas dans la section 13.6. 
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13.4.2 Temps de relaxation moyens dans un plasma 


Les temps de relaxation définis par les formules (13.66) à (13.69) sont des 
fonctions de wa. Nous avons vu la signification physique qu'ils ont dans 
les conditions expérimentales rappelées sur la figure 13.4. 

On introduit souvent des temps de relaxation moyens t, et tp corres- 
pondant à un faisceau incident d’électrons ou d'ions “thermiques”, c’est- 
à-dire ayant une vitesse initiale égale à la vitesse la plus probable des 
particules de même espèce dans le plasma. L'intérêt de cette définition 
est qu’elle est applicable aux particules mêmes du plasma : on peut par 
la pensée (Fig. 13.6) sélectionner dans un plasma les particules qui ont 
un vecteur vitesse we ou W donné : elles constituent un faisceau : il est 
évident que les faisceaux les plus abondants sont les faisceaux thermiques 
correspondant à we = We ou w; = w,. Les temps de relaxation moyens 
sont ceux de ces faisceaux thermiques ; ils permettent de se faire une idée 
semi-quantitative des propriétés des plasmas légérement perturbés. 


e-i 


Nede + Mq;= 0 


Figure 13.6 : Faisceau thermique dans un plasma. 


Le calcul des temps de relaxation moyens se fait facilement à partir des 
formules du paragraphe 13.3. Les résultats de ce calcul sont rassemblés 
dans le tableau 13.2 en exprimant tous les temps en fonction de 1/71, où 
T est la fréquence de relaxation moyenne pour les collisions e-i définie par 
les formules (13.21) ou (13.30). 

En analysant ce tableau on peut faire les remarques suivantes : 


e Les temps de relaxation des électrons sont tous voisins de 1/1. 


e Les temps de relaxation des ions entre eux sont de l’ordre de 
(mi / Me)? /7. 
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Tableau 13.2 : Temps de relaxation moyens dans un plasma. 


Tableau 13.3 : Temps de relaxation des particules suprathermiques dans 
un plasma (particules ayant une vitesse égale à x fois la vitesse la plus 
probable). 
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ə Les temps de relaxation des ions sur les électrons sont de l’ordre 
de (m;/me.)/" ; autrement dit les collisions i-e jouent un rôle peu 
important en ce qui concerne l’évolution des ions. 


Les temps de relaxation pour des faisceaux suprathermiques diffèrent no- 
tablement de ces temps moyens. On peut par exemple refaire le tableau 
pour des particules ayant une vitesse We = £ We ou w; = TW; (avec x > 1). 
On se place alors sur les courbes de la figure 13.5 dans les parties asymp- 
totiques situées à droite ; on en déduit facilement, compte tenu des ex- 
pressions approchées de R(u) et S(u) pour u > 1, les résultats rassemblés 
dans le tableau 13.3. 
Dans ce deuxiéme tableau on a exprimé tous les temps de relaxation 
en fonction de : 
va(x) = T/r? (13.71) 


En comparant ces résultats à ceux du tableau 13.2 on voit que l’ensemble de 
tous les temps de relaxation est multiplié par x3. Les particules suprather- 
miques relaxent z? fois plus lentement que les particules thermiques. Il 
apparaît d’autre part des changements importants en ce qui concerne les 
ions ; alors que pour les ions thermiques ralentissement et dispersion an- 
gulaire se font à peu près à la même vitesse et principalement par l’action 
des collisions i — i, on trouve que pour les ions suprathermiques le ralen- 
tissement est le phénomène le plus rapide et se fait principalement sur les 
électrons, comme nous l’avons déjà signalé. 


13.4.3 Relation entre les deux fréquences 
fondamentales wp, et n 


Les discussions des paragraphes précédents nous ont amené à définir 
pour tout plasma la fréquence fondamentale 7 [cf. (13.30)] qui est une 
fréquence de relaxation par collisions. Nous l’appellerons souvent simple- 
ment fréquence de collisions. 

Or il y a dans un plasma une autre fréquence fondamentale, la fréquence 
de plasma définie par sa pulsation : 


2 11/2 
Ne € 
= 13.72 
Wp |z = ( ) 


Celle-ci est, comme nous l’avons vu, une fréquence d’oscillation de charge 
d’espace ; elle est donc liée au comportement collectif du plasma. 

Il est intéressant de comparer les deux fréquences fondamentales 7 et 
Vp = Wy / 2x . En remplaçant les constantes fondamentales par leur valeur 
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on obtient : ee 
W ga A (13.73) 
Vp A 
Pour discuter cette formule il est commode de rechercher comme dans 
la section 1.6, sur le diagramme x = logio ne, y = logio Te, le lieu des 


points où l’on a vp = vi. Celui-ci est défini par l’équation : 
$ 
3 
Le double logarithme ayant une variation très lente, la courbe décrite par 
cette équation est très approximativement une droite de pente 1/3. En se 
reportant à la figure 1.11 on voit que cette droite est très voisine de la 


droite ro = Ap. On en conclut que dans les plasmas cinétiques classiques 
ona: 


y- z +2.18- z logZInA=0 (CGS) (13.74) 


Ti X Vp (13.75) 


Par exemple pour ne = 10!?, T = 10* K et Z = 1 on a vp = 9000 MHz 
et 7 = 45 MHz. L’inégalité (13.75) est une propriété très importante des 
plasmas cinétiques ; elle conduit à définir pour l’évolution d’un plasma 
deux échelles de temps très différentes : 

~ les propriétés collectives se manifestent sur des intervalles de temps 
“courts” de l’ordre de tp = 1 / vp ; 

— les propriétés liées aux collisions binaires se manifestent sur des in- 
tervalles de temps “longs” de l’ordre de t, = 1/71. 


13.5 Équation de Fokker-Planck 


Si l’on admet toujours que les collisions lointaines sont d’importance 
prédominante dans un plasma, on ne peut plus en principe utiliser comme 
équation d'évolution d’une fonction de distribution l’équation de Boltz- 
mann habituelle. Celle-ci suppose en effet que les collisions sont des 
phénomènes binaires bien définis. On peut par contre écrire une équation 
de conservation dans l’espace des vitesses à partir des coefficients de trans- 
port définis dans la section 13.3. Les collisions lointaines produisent en 
effet dans l'espace des vitesses w, un flux Jab qui se déduit des coefficients 
(Awa),/At et (Awg AT?) /At par la formule : 


0 


—+ 
a 


— 

jab = fo(Awa)o/At + - fa( Awa Awa)s/At (13.76) 
Au deuxième membre de cette équation, le premier terme représente l'effet 
de déplacement moyen des vitesses wz. On peut d’ailleurs l'écrire en in- 
troduisant la force moyenne de friction des particules a sur les particules 
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b par la relation : 
(Awe),/At = -— (13.77) 


Le deuxième terme représente un phénomène de diffusion (c’est-à-dire de 
dispersion moyenne des vitesses wz) qu’on peut écrire en introduisant le 


coefficient (tensoriel) de diffusion? Das des particules a dans le gaz de 
particules b défini par la relation : 


1 ——. 
5 (Awa Awez),/At = Dab (13.78) 


Pr ed ed 
On peut donc écrire jap sous la forme équivalente : 


Fr, 0 „= 
T ab RAT 
Jab — a rome + om : faDab (13.79) 


En additionnant les effets sur les particules a de toutes les espéces de 
particules b (y compris les particules a elles-mêmes), on obtient le vecteur 
flux total produit dans l’espace des vitesses wa par les collisions lointaines, 
soit : E ES 

Ja = Y jab (13.80) 
et l’on peut donc écrire dans cet espace l'équation de conservation des 


particules : 
Of. , 0 
Ot Owe 
En rajoutant au premier membre les termes habituels de diffusion dans 
l’espace ordinaire et d’accélération par la force extérieure, on obtient 


l'équation connue sous le nom d’équation de Fokker-Planck : 


a — a X, Ofa 
Ole ge. Ofa , Xa fa _ 


-Ja =0 (13.81) 


at" OP Ma Où 
Awe 1 8 à Awa Awa 
D En CR ner Cet aad) 
z | Owa At 2 Aw Ow At 


qu’on peut aussi écrire sous la forme équivalente : 


Ja 
Ot 


=; fa Xe fs 0.25 
Fest Ge Bue I” (13.83) 


3. On peut montrer [288, p. 33] l’équivalence entre la définition du coefficient de dif- 
fusion par la formule (13.78) associée à la statistique de petits mouvements aléatoires 
et sa définition à partir du courant de diffusion dans un milieu inhomogéne (cf. section 
12.8.3). 
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avec : 
joa = = fa(Awa),/At Serre ou? ae NT Awa)o/At (13.84) 
et : 
> => 
F, = > Fa (13.85) 
Das = Y Das (13.86) 


Les coefficients de transport dans l’espace des vitesses peuvent être 
explicités au moyen des formules de Rosenbluth (13.46) à (13.50). On ob- 
tient alors, pour déterminer les fonctions de distributions fa, fr, etc., un 
système d'équations aux dérivées partielles non linéaires du quatrième or- 
dre et à quatre variables. La solution de ce système dans le cas général est 
un problème quasi désespéré sauf par des méthodes numériques ; heureuse- 
ment, dans de nombreux cas, on peut le simplifier si on étudie des fonctions 
de distributions qui présentent certaines lois de symétrie. 

On peut d’abord supposer que les fonctions de distributions présentent localement 
une symétrie de révolution autour d’un certain axe ; ce sera le cas par exemple si on se 
propose d'étudier l’action d’un champ électrique uniforme sur le plasma. On peut alors 
prendre des coordonnées sphériques usuelles w, 0, p autour de cet axe et, p n’intervenant 
pas, exprimer l'équation de Fokker-Planck en fonction de w et p = cos ; l’essentiel 
étant le calcul du deuxième membre (22 con. de cette équation, on montre [230] qu’il 
peut se mettre sous la forme : 


2w? Ofe ð 2 ha ðg 2pðg 1- p? Ag 

eE a ite ge ates 

Ta Ot col. Ow ðw ðw ow Op w Op? 
a Sha . 2p Og 2 Og  21—u?) 8g  u(1-—u?) 07g 
L | fa ( -21 - p? Re = 
Far f ( Oa) Ou = wow w Ou w Owdp Ÿ w? Op? 


8? 2 1 Og 3?g 
2fa(1 — = 
Er EE # ( ib On -Dubh 


a? l-g? ð 1— y?) à 1 — yp)? a? 
po Pee ee Cm eee See ee (13.87) 
Op? w Ow w? Op w? Op? 


les fonctions ka et g pouvant elles-mêmes être explicitées sous forme d’intégrales assez 
compliquées. Nous n’écrirons pas ces intégrales mais seulement le résultat de leur calcul 
quand les fonctions fa, fp, ... sont développées en une série de polynômes de Legendre. 
Si on pose : 


fa= 5 al® (w) Pa(cos8) (13.88) 


m 
on montre [230] qu’on en déduit assez facilement les développements des fonctions g et 
h au moyen des formules : 


ha= DV Ma + Me 40) (4) P,, (cos) (13.89) 
Mb 


n b 


370 Théorie cinétique collisionnelle des plasmas 


= D» D B®) (w) Pa(cos8) (13.90) 
n b 
avec: 
Ar a gnrt2 = w? 
A) (w) nat if EP cae+ f re (2) 2e (13.91) 
0 w 
B® (w) = ue (13.92) 
An2 —1 


oo xzrt2 (n ds. 1/2)x2 @) co aa (n _ 1/2)w? 
Lf uv ( (n+ iat me -f ms ( i oa | TENA 


Dans l’appendice A13-3 et dans la section 13.7 nous appliquerons ces for- 
mules à l’étude de deux problèmes importants relativement simples : la 
maxwellianisation des électrons par interactions entre eux (théorème H) et 
le calcul de la conductivité électrique d’un plasma. 


13.6 Equations cinétiques des plasmas 


Revenons maintenant au problème fondamental de la théorie cinétique 
des plasmas complètement ionisés, c’est-à-dire à la recherche d'équations 
cinétiques, décrivant l’évolution des fonctions de distribution simples rela- 
tives aux divers types de particules contenus dans le plasma. Ce problème 
est difficile car on doit a priori tenir compte des interactions binaires entre 
particules, des interactions lointaines multiples et du comportement col- 
lectif du plasma. Nous passons en revue dans cette section les principales 
formes d’équation cinétique qui ont été proposées par les divers auteurs ; 
pour une étude plus détaillée de ce sujet le lecteur pourra se reporter aux 
références [319], [314], [307], [97], [98]. 

L’analyse générale des méthodes de déduction de ces diverses équations 
cinétiques conduit, comme nous l'avons dit au chapitre 1, à distinguer 
deux “échelles” de temps. Sur des intervalles de temps de l’ordre de 
grandeur 1/w, (“échelle des temps courts”) le comportement du plasma 
est déterminé essentiellement par les interactions collectives, et est décrit 
en première approximation par l'équation de Vlasov (8.57). Sur des inter- 
valles de temps de l’ordre de grandeur de 1/77 > 1/w, (“échelle des temps 
longs”) les collisions (essentiellement les collisions lointaines) jouent un 
rôle important et le comportement du plasma est décrit par des équations 
cinétiques irréversibles analogues à l'équation de Boltzmann. 
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13.6.1 Forme générale pour les collisions lointaines 
De manière générale l'équation cinétique relative aux particules d’espéce 
a peut s’écrire : 


=> 


afa iz Ofa 3 Xe, Ofe = ber (13.93) 
b 


Ot IF Ma due 


Dans cette formule X désigne la force d’origine extérieure appliquée aux 
particules a et Cap représente l’effet des interactions des particules a avec 
les particules b ; la sommation sur les Cap s'étend à toutes les espèces 
de particules b présentes dans le plasma, y compris les particules a elles- 
mêmes. Nous avons vu au chapitre 8 que Cap s’exprime de façon rigoureuse 
au moyen des fonctions de distribution doubles, de sorte que l’équation 
(13.93) ne peut en principe déterminer fa que si l’on connaît toutes les fonc- 
tions de distribution doubles fab12. Pour la transformer en une équation 
cinétique complètement déterminée, il faut pouvoir écrire Cap sous forme 
d'une fonctionnelle des fonctions de distribution simples fa et fy. Il faut 
pour cela faire des approximations : les nombreux auteurs qui ont étudié 
ce probléme ont utilisé diverses méthodes d’approximations ; la figure 13.7 
et le tableau 13.4 que nous allons discuter dans les paragraphes qui sui- 
vent représentent une synthése des diverses équations obtenues et de leurs 
relations mutuelles. On peut faire à leur sujet deux remarques générales : 

a) Pour toutes ces équations sauf pour l’équation de Boltzmann qui 
a peu d'intérêt dans les gaz fortement ionisés, les termes Cap peuvent se 
mettre sous la forme : ə 

Cab = -— Jab (13.94) 
Wa 

Autrement dit, Cab se présente comme la divergence dans l’espace des 
vitesses wa d’un flux Jab dans ce même espace, dû aux interactions. Le 
fait que toutes ces équations se mettent sous cette forme tient à ce que les 
collisions dominantes sont des collisions lointaines, produisant pour chaque 
particule une somme de petits déplacements dans l’espace des vitesses. 

b) Les équations cinétiques peuvent d’autre part se ranger en deux 
classes fondamentalement différentes : 


è Les unes sont des équations locales (Boltzmann, Landau, Fokker- 
Planck) en ce sens que Ca» ne fait intervenir que les valeurs de fa et 
fo au point T° où l’on calcule l’évolution de fa. 

e Les autres sont des équations non locales (Vlasov) en ce sens que 
Cab y fait intervenir les valeurs de fẹ non seulement au point 7’ 
mais également en tous les autres points de l’espace. 
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Dans les équations locales il faut toutefois remarquer que Cap peut a priori dépendre 


de la force extérieure Xe ainsi que des gradients 0f./0 T et Of,/O7T (quand ces gra- 
dients interviennent on pourrait dire que équation est semi-locale). Ces effets sont 
assez difficiles à évaluer (cf. par exemple [314]) ; aussi l’on se contente en général de 
calculer Cr en supposant le gaz homogène et sans force extérieure : on obtient ainsi 
une valeur co, du terme d'interaction. On convient donc de se limiter à l’étude d'états 
dans lesquels la force extérieure et les effets d’inhomogénéité peuvent être considérés 
comme de petites perturbations. Il est raisonnable de penser que l’on a: 

Cab = C2, + Cha (13.95) 


a 


C? „ étant un terme correctif tenant compte des effets de gradient et de force extérieure. 
En négligeant les C!, on peut écrire (13.93) sous la forme : 


ðfa  —, Of. Xa fa 7 
as f = C! 13.96 
Dt +w > F ma OT > ak ( ) 
Il est entendu que cette équation n’est applicable que lorsque l’on peut écrire : 
fa = fot fa (13.97) 
avec : 
à = fa (Wast) (13.98) 
fa = fa(7, wa, t) (13.99) 
| fa IKI fe | (13.100) 


En portant (13.97) dans (13.96) on peut alors considérer f? comme un terme d’ordre 


— 
zéro, f}, Xa, 0/0 F comme des quantités du premier ordre et remplacer (13.96) par un 
système de deux équations, l’une relative aux termes d'ordre zéro et l’autre aux termes 
d'ordre un ; on obtient ainsi : 


ð 0 
RSC N) (18.101) 
b 
afl > Əfl Xa əf 
P + ag. ate +2. h = Y C2, 12) + CL, 42) (13.102) 
as b 


Cette méthode de perturbation est connue sous le nom d’approximation de Chapman- 
Enskog. 


13.6.2 Passage de l’équation de Liouville 
aux équations cinétiques 


La théorie cinétique des gaz et des plasmas peut se développer selon 
différentes méthodes schématisées sur la figure 13.7 et dans le tableau 
13.4 ; la première constitue en quelque sorte l’arbre généalogique des di- 
verses équations cinétiques, le deuxième rassemble pour la commodité du 
lecteur les expressions de jg dans ces diverses équations. On y a négligé 
les interactions proches et Jab est le flux dans l’espace des vitesses qui 
représente les interactions lointaines. 


Équations cinétiques des plasmas 373 


lointaines 
(7) 


Particule test (11) 


Figure 13.7 : Equations cinétiques des gaz et des plasmas. 


Pour plus de détails sur les démonstrations citées ci-dessus cf. références suivantes : 
(1) Section 8.3.4, (2) Balescu [314], (3) Section 8.4.2. 
(4) Section 8.4.3, (5) Balescu [314], (6) Section 8.4.2. 
(7) Appendice A13-2, (8) (9) Appendice A13-4, (10) [230], (11) Problème P13-1. 
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e Equation de BBGKY 


X 
Jab = J atl? favi2 droz dus (13.103) 
Ma 
° Équation de Vlasov 

xX 
jab = —— fa (13.104) 

Ma 

m ô Nb qb 
X = —-Ga —; Pab Pab — AR dr (13.105) 
Ta a 


xg 1 à 1 à 
mire f Ga (42-2 ) fn fo dun (13.106) 


272 7.2. >> 
1 eas | mA Gap =i II (13107) 
a 


= 1 ð 1 à 
Jab = Nav | Ua: | —— - — a fo dw 13.108 
a J ' — mei)! a ERG 
2 re —— rx 
me gh [222] me [EEE D) a 2109 
° ° lekow)? 
(w= K .Wa) 
Kw) 4 =1+7 he [SP bfe (18.110) 
(w= k Wa) Me E we k. 7 wi 


F, ð =— 
— ab 
r EAE - fa Da 4 
Jab = fi ma Ba Fa Da (13.111) 
Fao (Awa)s _ 1 (Awa Awa), 

ie : Dab 5 At (13.112) 


Tableau 13.4 : Équations cinétiques des plasmas. 


Équations cinétiques des plasmas 375 


a) Partant de l'équation de Liouville on peut aborder le problème de 
deux manières différentes : 

- par la méthode régressive de Yvon (cf. chapitre 8) on établit un 
système infini d'équations couplées dont chacune décrit l’évolution d’une 
fonction de distribution ”réduite” (fonction simple fı, double fi2, triple 
J123...). C’est le système B.B.G.K.Y. que nous avons discuté au chapitre 8. 

- on peut au contraire chercher directement une solution formelle de 
l'équation de Liouville ; considérant cela comme un problème à valeur 
initiale on détermine la densité dans l’espace des phases D(t) à l'instant 
t en fonction de sa valeur D(0) à l'instant zéro. La solution formelle ainsi 
obtenue étant en fait très complexe, on est amené à l’analyser en une série 
multiple de termes tenant compte des interactions à 2,3,...N particules. 
Prigogine et Balescu qui ont développé cette méthode ont montré que les 
ordres de grandeur des termes de cette série multiple peuvent être classés 
au moyen des trois paramètres : 


e?n, e?t, e? 

où e est la constante qui mesure la force des interactions entre particules 
(la charge de l’électron dans le cas des plasmas), n la densité moyenne des 
particules du gaz et t l'intervalle de temps au bout duquel on étudie le gaz. 
Plus précisément on montre que les divers termes de la série qui exprime 
D(t) peuvent être considérés comme d’ordre : 


(e2n}(e2t)1(e2)" (13.113) 


les indices p, q et r variant d’un terme à l’autre. Selon le type de problème 
que l’on considère on sera amené à ne garder dans cette série multiple que 
des termes obéissant à certaines lois en ce qui concerne les indices p, q et 
r. Balescu [314] a d’ailleurs mis au point des techniques de diagrammes 
permettant de sélectionner plus facilement les termes recherchés. Quoi qu’il 
en soit on obtient ainsi diverses approximations de D(t), d'où l’on déduit 
alors par régression, soit des approximations pour f1(t), soit des équations 
d’évolutions approchées de f1, c’est-à-dire des équations “cinétiques”. 


b) En suivant la voie du système BBGKY on peut établir les équations 
de Vlasov ou de Boltzmann : 

e On obtient l’équation de Vlasov (13.104) comme nous l’avons fait 
au chapitre 8 en négligeant les corrélations entre particules (c’est-a-dire en 
posant fi2 = fi f2). Cela revient, comme nous l’avons vu, à supposer que les 
interactions entre particules sont uniquement des interactions collectives 
représentées par un champ de charge d’espace. On conçoit intuitivement 
que ce modèle de fluide continu s’applique bien aux plasmas complètement 
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ionisés où nous avons montré (cf. section 13.2) que les collisions lointaines 
et multiples sont dominantes. De façon plus précise la méthode de Pri- 
gogine et Balescu permet de montrer comme nous le verrons ci-dessous 
que l'équation de Vlasov décrit les propriétés des plasmas cinétiques sur 
des intervalles de temps “courts”, de l’ordre de la période tp = 27 /wp, des 
oscillations électrostatiques du plasma. 

e On obtient l’équation de Boltzmann en considérant au contraire que 
les interactions sont à courte portée et la densité assez faible pour que 
les collisions soient binaires. En combinant ces hypothèses avec celle dite 
du chaos moléculaire (corrélations négligeables entre deux points suffisam- 
ment éloignés) nous avons développé au chapitre 8 le calcul qui conduit à 
l'équation de Boltzmann. Les hypothèses qui servent à l’établir montrent 
qu’elle s’applique a priori aux gaz dilués d’atomes ou de molécules neutres. 

e Partant de l’équation de Boltzmann on peut obtenir l'équation de 
Landau (13.106) [242] qui est une tentative d'application de l’équation de 
Boltzmann aux plasmas. Pour cela on suit la même méthode que dans 
la section 13.3 ; on ne tient compte que des collisions lointaines (à faible 
déviation), et pour éviter les divergences introduites par celles-ci on fait une 
coupure à la longueur de Debye. Ce calcul est développé dans l’appendice 
A13-3. 


c) En appliquant la méthode de Prigogine et Balescu aux plasmas on 
peut montrer (cf. [314, p. 62 et p. 144] que le développement par rap- 
port aux puissances de e? non combinées (termes en e?” de la série multi- 
ple (13.113) par opposition aux termes en (e?n)? et (e7t)? où il apparaît 
des puissances de e? combinées avec n ou t) est en fait équivalent à un 
développement par rapport aux puissances de A-2/5. Or dans les plasmas 
cinétiques classiques, A~?/3 est un petit paramètre : il est donc raisonnable 
de ne conserver que les termes dominants d'ordre zéro par rapport à ce 
paramètre, c'est-à-dire de se limiter dans la série (13.113) aux termes 
d'ordre r = 0. 

On recherche ensuite les temps caractéristiques qui peuvent inter- 
venir dans la dynamique du plasma. Toujours en se limitant aux plasmas 
cinétiques on est ainsi amené a la remarque essentielle que nous avons 
déja faite plusieurs fois : il existe deux temps caractéristiques d’ordres de 
grandeur trés différents : 


e t, période des oscillations de plasma 


e t, temps de relaxation par collisions, avec d’après (13.73) : 


InA 
tp/tr = 4.44 —— <1 (13.114) 
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On a par exemple pour ne = 10!! cm~3 et xT, = 1 eV :t,/t, ~ 1.41073, 
Dans ces conditions on est amené à distinguer deux domaines d’évolution 
complètement différents : 


e Sur des intervalles de temps courts (t ~ tp) on ne garde dans la série 
multiple (13.113) que les termes d’ordre g = 0 par rapport à e?t. Le 
calcul montre par contre qu’il faut garder tous les ordres en p. En le 
développant on aboutit [314] à l'équation de Vlasov qui décrit donc 
le comportement collectif du plasma pour des intervalles de temps 
de l’ordre de tp. 

e Sur des intervalles de temps longs (t ~ tr) on doit tenir compte 
des termes d’ordre g > 1 par rapport à e?t ; en gardant tous les 
termes d’ordre p et q quelconque (mais comme nous l'avons jus- 
tifié ci-dessus en éliminant tous ceux d'ordre r Æ 0) on est conduit 
à l'équation cinétique de Balescu (13.108). Celle-ci a été obtenue 
indépendamment par Lenard [234] en partant du système BBGKY. 
Elle représente à peu près ce qu’on peut faire de mieux en matière 
d’équation d'évolution des plasmas cinétiques classiques. En ajoutant 
les deux expressions de Vlasov et Balescu on décrit en effet de façon 
self-consistente à la fois les effets de collisions et les effets collectifs : 
on constate d’ailleurs que les intégrales qui y figurent convergent sans 
qu'il soit nécessaire de faire des coupures plus ou moins artificielles. 


On peut simplifier le calcul qui conduit à l’équation de Balescu en ne 
gardant que les termes d’ordres p = q. On retrouve ainsi l’équation de 
Landau. Mais cette équation simplifiée n’est pas aussi satisfaisante, comme 
on pouvait s’y attendre : les intégrales qu’elle contient ne convergent pas 
et nécessitent des coupures. Une manière élégante d’effectuer ces coupures 
consiste & supposer que les particules interagissent non pas par un potentiel 
de Coulomb mais par un potentiel de Debye : 


g(r) + we! Ag (13.115) 


On montre alors [314, p. 230 et suiv.] que l’équation de Landau ainsi formée 
est en général une très bonne approximation. 


d) Les équations de Landau et de Balescu peuvent par un changement 
d'écriture se mettre sous une forme où Jap apparaît comme une combinai- 
son linéaire de f, et de 0 f,/ôwa. Ce calcul est développé dans l’appendice 
A13-4 et conduit à l'expression (13.111) dite de Fokker-Planck. Dans la 
section 13.5 nous avons considéré cette équation comme résultant directe- 
ment de l'existence des coefficients de transport dans l’espace des vitesses, 
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et nous avons montré que Fa est la force de friction des particules a sur 
les particules b, tandis que Das est le coefficient de diffusion dans l’espace 
des vitesses wz de la densité f, des particules a sur le gaz de particules b. 
Si Pon décrit comme nous l'avons fait les phénomènes d'interactions par 
une suite de collisions binaires, on peut expliciter ces coefficients au moyen 
des formules de Rosenbluth (13.46) à (13.50). 

La validité de l'équation de Fokker-Planck dépasse cependant le cadre 
de la théorie collisionnelle faite dans les sections 13.3 et 13.5. On peut 
l'obtenir à partir d’une analyse purement probabiliste : on fait l'hypothèse 
que la vitesse d’une particule du gaz subit une suite de petites variations 
aléatoires ; on caractérise les propriétés de ces variations par les coeffi- 
cients du premier ordre et du deuxième ordre introduits dans la section 
13.3 et l’on obtient finalement l’équation de Fokker-Planck sous l’une des 
deux formes équivalentes (13.82) ou (13.83) avec les mêmes relations de 


correspondance (13.112) entre EF Das, (Awa)s/At et (Aw, Aws)s/At. 
Contrairement à ce que pourrait faire penser la formule 13.111 du 
tableau 13.4, équation de Fokker-Planck n’est pas une équation linéaire 


parce que les coefficients Fa et Dap dépendent des fonctions de distribution 
fs : cette dépendance couple entre elles les diverses équations d’évolution 
et introduit d’autre part des termes quadratiques en f, liés aux interac- 
tions a-a. La situation se simplifie par contre quand on traite un problème 
à vrai dire un peu idéal dit de particules tests analogue à celui dont nous 
sommes partis dans la section 13.3. Il consiste par exemple à supposer que 
les particules d’espèce a sont en très petite quantité et que les distributions 
fp sont déterminées par autre chose que les interactions avec les particules 
a. On considère alors les fonctions f, comme données ; on néglige d’autre 
part les interactions a-a : équation de Fokker-Planck des particules a est 
alors complètement déterminée et linéaire en fa. 


13.7 Conductivité électrique 


13.7.1 Conductivité sans échauffement 


Pour calculer la conductivité électrique, il faut étudier les petites per- 
= 
turbations créées par un champ électrique Æ uniforme dans un plasma 


es 
homogène ; on suppose Æ continu, dirigé suivant Oz, et l’on admet que 
les ions ont une fonction de distribution maxwellienne à la température 
T ; on pose enfin : 


fe = FO + fF (13.116) 
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a 
en supposant que F est assez faible pour que fO reste aussi maxwellienne 
à la température T, fe étant une petite perturbation du premier ordre 


de la forme : 
fO = af cos (13.117) 


où 8 est l'angle entre W et E. L’équation de Fokker-Planck relative aux 
électrons peut s’écrire symboliquement : 


fe kh 2k 


= 
—eE 
( e /m) aw ot coll.e—e Ot coll.e—i 


(13.118) 


Si on néglige les termes proportionnels à E? le premier membre s’écrit : 


= waf es af 

(—eE/m) 7 TO = -zz 0088 Jw 

L'analyse du deuxième membre étant difficile, on peut étudier tout d’abord 

ce que donnerait le modèle du gaz de Lorentz parfait. Autrement dit, on 

néglige d’abord les collisions e-e et dans le calcul de fe a Lei 0D Suppose 

que les ions sont immobiles (hypothèse équivalente à me/m; = 0) ; l'étude 

de ce cas limite à partir des formules (13.87) à (13.92) est développé dans 
le problème P13-1 ; on obtient : 


Ofe 
ot coll.e—i 


(13.119) 


= -n (w) f (13.120) 


Cette relation est identique 4 celle obtenue au chapitre 12 en utilisant 
l'opérateur de Lorentz J(f) déduit de l’équation de Boltzmann ; on peut 
donc calculer la conductivité par application de la formule (12.61) ; ce cal- 
cul est développé dans le problème P13-2 ; on obtient ainsi la “conductivité 
de Lorentz” : 


(13.121) 


ee? 1 2 1/2 2 
PULLS yae 
Meri 3 \3r 


On peut faire un calcul plus exact en exprimant toujours, ce qui est justifié, 
l'interaction e-i au moyen de la formule (13.120) mais en tenant compte des 
interactions entre électrons ; on utilise alors l’équation de Fokker-Planck 
relative aux électrons en limitant le développement de fe aux anisotropies 
d'ordre 1 {cf. formule (13.116)] et en supposant toujours que fo et fi sont 
des fonctions maxwelliennes à la température T ; autrement dit on néglige 
l’échauffement des électrons et des ions, ce qui semble satisfaisant pour 
les très faibles valeurs de E. L’application des formules (13.87) à (13.92) 
conduit à poser : 

he = ho + hei thi (13.122) 
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de = 90 + ei + 91 (13.123) 


où ho et go sont les termes d'interaction e-e isotrope, c’est-à-dire les quan- 
tités définies par les formules (13.218) et (13.219). hei et ge; sont les termes 
d'interaction e-i, c’est-à-dire les quantités définies par les formules (13.239) 
et (13.240). Les termes h; et gi qui sont des termes d'interaction e-e liés 
à l’anisotropie de f. compliquent beaucoup les calculs. Néanmoins Spitzer 
et al. [232] ont obtenu par une méthode un peu différente une équation 
différentielle pour la fonction ai(w) du développement (13.88) et après 
une intégration numérique assez difficile ont trouvé pour la conductivité 
électrique d’un plasma constitué d’ions de charge g; = Ze l’expression : 


o = y(Z)oz (13.124) 
Le facteur y(Z) est une fonction croissante du rapport Z = |g1/q|, avec : 


+ =0.58 pour Z=1 (13.125) 


y=1 pour Z= œ (13.126) 


Le fait que y(Z) tende vers 1 lorsque Z — co montre que le modèle 
de Lorentz s’applique dans ce cas limite. Il se trouve donc que dans un 
plasma d’ions multichargés de Z élevé, ce sont les interactions e-i qui 
sont dominantes. Ce paradoxe est dû au fait que les interactions e-e font 
intervenir un facteur Z tandis que pour les interactions e-i c’est Z? qui 
intervient. Si on rapproche les formules (13.30), (13.121) et (13.124) on 
obtient pour Z = 1: 


A T3/2 
= 8. T? — .12 
o = 8.3110 ina (SI) (13.127) 
et pour la résistivité : 
oh 2 MA 
p= = 1.20 x 10 T32 (SI) (13.128) 


On voit que la densité ne s’est éliminée et que la résistivité d’un plasma 
complètement ionisé ne dépend que de sa température. Elle devient 
d’ailleurs très faible aux hautes températures. On rappelle que l’on a pour 
le cuivre à la température ordinaire : 


Pou = 210% (SD (13.129) 


Conductivité électrique 381 


13.7.2 Echauffement et emballement des électrons 


Le calcul de la conductivité des gaz totalement ionisés que nous venons 
de faire dissimule les difficultés essentielles. Il est fondé sur les deux hy- 
pothèses suivantes : 


a) En présence du champ E le gaz d’électrons tend vers un état sta- 
tionnaire. 

b) Dans cet état stationnaire, l’échauffement des électrons est négli- 
geable. 

Il conviendrait, comme pour les gaz faiblement ionisés, de discuter ces 
deux hypothèses ; la discussion mathématique est malheureusement plus 
difficile à faire dans les gaz totalement ionisés à cause du caractère non 
linéaire de l’équation de Fokker-Planck. Cependant, il est facile de se rendre 
compte, par un raisonnement semi-quantitatif, que les hypothèses a) et b) 


. . é > 
sont fausses, aussi faible que soit E. 
Considérons en effet les électrons qui, à l'instant initial, ont une vitesse 


— 
w bien déterminée et dirigée dans le sens inverse à E ; ils vont être accélérés 


4 . 2 . . . 
par Æ et freinés par les collisions ; pour savoir quel est celui de ces deux 
phénomènes qui emporte, considérons ces électrons comme formant un 
faisceau de particules et étudions leur évolution en écrivant l'équation de 
leur mouvement d’une façon approchée sous la forme : 
dw eE P (Aw) eE |(Awy) 


dt m At m At 

Si e E/m > |[{Aw))/At}, les électrons considérés sont accélérés. 

Si e E/m < |[(Awy)/At|, ils sont freinés. 
Or [(Awy)/At| est donné par la formule (13.58). On peut donc cons- 
truire la courbe représentant |(Aw))|/At en fonction de w ; elle a Pallure 
représentée sur la figure 13.8(a). Le maximum se produit pour une valeur 
de w très voisine de w;. Pour discuter la formule (13.130) on compare 
graphiquement les valeurs de eE/m et |[(Awy)/At] en traçant sur la fi- 
gure 13.8(a) la droite d’ordonnée eE/m. Si le plasma est au voisinage de 
l'équilibre thermodynamique, la plupart des électrons ont une vitesse w 
située au voisinage de We >> W;. La valeur correspondante du coefficient de 
ralentissement se situe sur la figure au voisinage du point À dans la partie 
descendante de la courbe. Ceci nous conduit à définir un champ électrique 
critique E, par la condition : 


< E, = |(Awy)/At)|4 (13.131) 


(13.130) 


En comparant les formules (13.131) et (12.112), on trouve que ce champ 
critique est assez voisin du champ critique d’échauffement EF, défini au 
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(a) (b) 
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Figure 13.8 : “Runaways” primaires. 
a) Forces appliquées aux électrons : force de freinage et force électrique. 
b) Espace des vitesses et “runaways” primaires : les électrons dont la vitesse 
est à droite du plan w = wi sont immédiatement découplés. 


paragraphe 12.7.3 ; on a plus précisément, si on calcule ces deux champs 
pour la vitesse la plus probable : 


E. =1.85 E (13.132) 


Si le champ appliqué au plasma est égal à E., on se rend compte qu’une 
grande partie des électrons du plasma (ceux pour lesquels on a w; > We) 
vont être accélérés parce que pour eux e E/m > [{Aw|,}/At], l'accélération 
se poursuivra infiniment parce que le coefficient de frottement décroit avec 
w ; c’est le phénomène des électrons découplés (“runaways” en anglais) ; 
il semble alors se produire sur une grande partie des électrons du gaz. Si 
au contraire E < E., la droite d’ordonnée eE/m coupe la courbe en un 
point M d’abscisse w(E) > We . Dans ces conditions, seuls les électrons de 
vitesse plus grande que w(E) sont découplés immédiatement; ils laissent 
derrière eux en se découplant une fonction de distribution électronique 
tronquée dans l’espace des vitesses par le plan w, = w( E). L'ensemble des 
électrons non découplés, qui constitue la plus grande partie du plasma, 
va tout d’abord acquérir une vitesse de fluide limitée donnant lieu à un 
courant et une conductivité finis ; cet équilibre va s'établir en un temps 
qui est de l’ordre de 1/vı (We). Mais d’autre part, par suite des interactions 
e-e, la fonction de distribution des vitesses électroniques va tendre a se 
maxwellianiser à nouveau en remplissant le vide de l’espace des vitesses 
laissé par les électrons découplés ; le phénomène est assez analogue à celui 
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décrit dans l’appendice A13-3 ; il se produit en un temps de l’ordre de 
1/1, (w(F)). 

La région w > w(F) étant ainsi continuellement réalimentée, tous les 
électrons du gaz vont être finalement découplés. Le processus a d’ailleurs 
tendance à s’accélérer car le nombre des électrons non découplés va en 
décroissant ; il en résulte pour une vitesse donnée une diminution de 
|(Aw))/At], donc, pour un champ E donné, une augmentation du taux de 
production des électrons découplés. En résumé, aussi petit que soit Æ, tous 
les électrons du plasma seront finalement découplés au bout d’un temps 
sufisamment long. On doit donc considérer la conductivité calculée au para- 
graphe précédent comme représentant les phénomènes de façon transitoire, 
c’est-à-dire pour des instants compris entre 1/vı (We) et 1/1(w(E). 

On conçoit que si E est assez faible, le phénomène des électrons 
découplés est lent à démarrer. De ce fait, pendant un certain intervalle tran- 
sitoire la conductivité de Spitzer reste valable. L’étude de ce régime transi- 
toire et de l’amorçage du processus catastrophique des électrons découplés 
a été faite tout d’abord par Dreicer [236], [237] en faisant l’hypothèse sim- 
plificatrice qu’à tout instant du phénomène, la distribution des vitesses 
électroniques est représentée par une fonction maxwellienne déplacée : 


(13.133) 


On est ainsi ramené à étudier en fonction du temps l’évolution de ve 
et Te. Les variations de ces deux grandeurs en fonction du temps sont 
représentées schématiquement sur la figure 13.9 pour le cas d’un champ 
électrique faible: E < Ee. On y a porté en abscisse la quantité x = vı (We)t, 
(we) étant toujours calculée au moyen de la formule (13.19). 

Les courbes montrent un palier, d’autant plus long que E est petit et 
qui correspond aux calculs de Spitzer. Ultérieurement Kruskal et Bernstein 
[239] ont publié une théorie plus exacte (à ceci près qu'ils négligent les 
interactions e-e). Ils décomposent l’espace des vitesses en trois régions 
(Fig. 13.10) : 


1. la région de collision où l'état du gaz reste presque isotrope ; 


2. la région de transition oti les anisotropies sont importantes ; 


3. la région des électrons découplés correspondant aux grandes valeurs 
de la vitesse. 


Il y a en permanence un flux d’électrons passant de la région 1 dans la 
région 2 et de la région 2 dans la région 3. 
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Figure 13.9 : Variation de ve et de T, en fonction du temps. 
Schéma pour un champ électrique faible (E & Ee). 


Figure 13.10 : Espace des vitesses suivant Kruskal et Bernstein [239]. 


En fait, les électrons découplés ne sont pas accélérés indéfiniment, 
parce que tôt ou tard apparaissent des phénomènes de freinage d’une 
autre nature que les collisions élastiques. En particulier, si les électrons at- 
teignent des énergies de l’ordre de 10 keV, ils seront ralentis énergiquement 
par émission d’un rayonnement de bremsstrahlung. Mais par ailleurs, 
l'instabilité de Buneman (cf. section 7.3) est un autre mécanisme de 
freinage beaucoup plus efficace : un faisceau d’électrons traversant un 
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plasma peut voir son énergie de translation diminuer au profit d’oscillations 
de plasma se développant soit dans le faisceau soit dans le plasma traversé ; 
quand l’amplitude des oscillations devient très grande, des effets non 
linéaires très importants se produisent; en certains endroits, le faisceau ini- 
tial peut même rebrousser chemin ; un faisceau monocinétique se subdivise 
progressivement en une série de faisceaux moins denses et retourne progres- 
sivement à l’état désordonné. Buneman [81] a montré que ce mécanisme, 
qu’il a appelé les collisions collectives, limite la conductivité d’un plasma 
totalement ionisé à une valeur de l’ordre de : 


2 
o = 2000 ZE (13.134) 
Me Wy 
soit : 200r 77 
T Vy 
A 13. 
7 = OL 9 ABT wp a) 
d’où finalement, d’après (13.73) : 
In À 
o = |1.52 es) oL (13.136) 


Dans le cas typique où In A = 10, la formule (13.136) donne donc une 
conductivité qui est de l’ordre 10’ fois plus petite que celle øz, déduite des 
collisions binaires par le modèle de Lorentz. Une telle différence montre 
l’importance de ce phénomène et la nécessité d’étudier conjointement le 
freinage collisionnel et le développement des instabilités. On a essayé de 
vérifier ces théories avec des expériences utilisant un plasma torique [240] 
(c'est la meilleure manière de simuler un plasma infini). Cependant, ces 
expériences sont délicates car les collisions inélastiques et les instabilités 
masquent le phénomène. On trouvera en [241] un exposé de synthèse plus 
récent sur les études tant numériques qu’expérimentales de ce phénomène 
des électrons “runaways” qui joue un grand rôle dans les machines à fusion 
contrôlée du type Tokamak. 


13.8 Autres coefficients de transport 


La méthode employée pour évaluer la conductibilité électrique peut aussi 
être appliquée aux autres coefficients de transport. Nous ne considérons ici 
que la conductibilité thermique en reproduisant l'analyse faite par Spitzer 
[233]. 

En présence d’un gradient de température VT, il apparait non seule- 


es 
ment un flux de chaleur, g’, mais aussi un courant électrique J. Le 
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gradient de température modifie la fonction distribution des vitesses 
électroniques et un courant résultant d'électrons apparaît fef. (12.145). 
De même, un champ électrique produit un flux de chaleur. En l'absence 
de champ magnétique, on peut écrire pour un état stationnaire“ : 


=> => 
J =cE -aVT (13.137) 


@ =E -KVT (13.138) 


D’après la thermodynamique des processus irréversibles [243, chapitre 8], 
ces quatre coefficients ne sont pas independants, mais liés par la relation : 


B = aT + 2e l (13.139) 
Les effets thermoélectriques représentés par les équations (13.137) et 
(13.138) tendent à réduire le coefficient effectif de conductibilité ther- 
mique. Dans un état stationnaire aucun courant ne peut passer dans la 
direction du gradient de température, puisqu’une divergence de courant 
en résulterait, et des champs électriques augmenteraient rapidement sans 
limite. Un champ électrique secondaire est produit, de façon à compenser 
le courant produit par le gradient de température. Ce champ électrique 
secondaire agit à son tour pour réduire le flux de chaleur. Le coefficient de 
conductibilité effectif est réduit à eX, où : 


e=1- om (13.140) 


Pour un gaz de Lorentz (cf. problème P13-3), la valeur de K est : 


3/2 5/2 
Kı = 20 (=) A E (13.141) 
T Me eZ nA 
i Ts/2 
= 4, PE l : 
4.67 10 ZinA (cal/s K cm) (13.142) 
pour € = 0.40. 
En tenant compte des interactions e-e, K devient : 
K = ôr KL (13.143) 


4. Nous prenons pour a et @ les signes choisis par Balescu [308, section 5.5] qui sont 
opposés à ceux de Spitzer. 
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Le tableau 13.5 donne les valeurs de 67 et de € pour différentes valeurs de 
Z, extraites de la référence [233], qui donne aussi des résultats détaillés 
pour a et 8. On y voit que l'équation (13.139) est satisfaite à environ un 
millième près, vérification utile de la précision numérique du calcul. 


0.225 0.356 0.513 0.791 1.000 
0.419 0.410 0.401 0.396 0.400 


Tableau 13.5 : valeurs de ôr et de €. 


L’effet d’un champ magnétique transversal sur la conductibilité ther- 
mique peut s’évaluer grossiérement en admettant que le flux de chaleur est 
(comme celui de particules) réduit par un facteur 1+(Q./1,)2, où Qe est la 
fréquence cyclotron des électrons. Une étude plus complète de l’ensemble 
des coefficients de transport collisionnels a été faite par Braginskii [242], 
et un résumé en est donné en dans le formulaire de physique des plas- 
mas édité par le Naval Research Laboratory [320]. Mais plus récemment 
Balescu (308, section 5.5] a fait une étude théorique très complète de tous 
les coefficients de transport mécaniques, électriques et thermiques dans un 
plasma avec ou sans champ magnétique. 


13.9 Appendices 


A13-1 Coefficients de transport dans l’espace 
des vitesses 


a) Calcul de Aw, dans une collision 


En partant des hypothéses énoncées au paragraphe 13.3.1, nous calculons maintenant 
les coefficients de transport dans l’espace des vitesses des particules d’espèce a (par- 
ticules tests) effectuant des collisions sur des particules d’espéce 6 (particules cibles). 
Considérons tout d’abord ce qui se passe dans une collision élémentaire et désignons 
par : 

wa et we les deux vitesses avant la collision ; 

Wa + Awa et we + Awe les vitesses après la collision ; 


=> => FA : : ` sos 
g et g + Ag les valeurs de la vitesse relative avant et après la collision. 
— 
Les quantités Awa, Aw, F et Ag sont indépendantes du système de coordonnées 
dans lequel on les mesure. En se plaçant dans le système du centre de gravité on peut 
donc écrire immédiatement : 


Wa we 
ee SE Sn es. jé jme (13.144) 
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D'où l’on déduit la relation entre Awg et Ag ; 
TMh — 


Awe = ——— Ag (13.145) 
Ma + mp 


Dans une collision binaire élastique le vecteur g garde un module constant et effectue 


ee 
une simple rotation qui le conduit de la position initiale g° à la position finale g comme 
indiqué sur la figure 13.11. On voit donc sur cette figure que l’on a : 


Ag=29 sin? (13.146) 


où x est l'angle de déviation et “s’ le vecteur unitaire porté par la bissectrice extérieure 


—> 7? 
de l'angle (9, g’). 


o, 


g 


Figure 13.11 : Rotation du vecteur vitesse relative dans une collision binaire 
élastique. 


b) Calcul de (Aw z),/At 


Les valeurs de Awa produites par une suite de collisions de faible déviation 
s'additionnent. Considérons donc les collisions avec les particules b dont le vecteur 


is 
vitesse est dans dw, autour d’une valeur moyenne wẹ et pour lesquelles le vecteur g’ 


+ 
est dans l'élément d’angle solide dQ autour de la position moyenne g’ (Fig. 13.11). Le 
nombre probable de ces collisions pour chaque particule a et pendant un intervalle de 
temps At est, d’après la définition de la section efficace a(x) : 


(IF) due] [o(x) d9] g) At (13.147) 


d'où l’on déduit par addition des effets de toutes les classes de collisions : 


(Awa), /At = | 


f 2 Ag go(x) dN f(T) dwe (13.148) 
Q b 


—> Ma + M 
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On effectue cette intégration en deux temps en calculant tout d’abord à wy constant la 
quantité : 


A= B= f Beaoooan= fzo sin X # a(x) dQ (13.149) 
après quoi on aura : 


(Awa)v/At = [A som) don (13.150) 
Ma + Mb 77 


Calculons donc tout d’abord A. Dans ce calcul we et Wa étant constants, F l’est aussi 


a 
et il est évident par raison de symétrie que A est dirigé suivant ÿ ; on a donc: 


A AT (13.151) 
g 


avec en remplaçant o(x) par l’expression de Rutherford (3.69) : 


AE - fasran à sin X Pre or sinxdx (13.152) 
0 2 2 |8reoug sin” $ 
2 n 
1 2 
Te PAS cosx/2dx/2 (13.153) 
AT €o 2 Hg 0 sin x/2 


Cette dernière intégrale diverge à cause de sa borne x = 0 qui correspond aux colli- 
sions lointaines. On élimine cette divergence en effectuant comme dans la section 3.5 
la coupure physiquement raisonnable de Debye. En introduisant cette coupure® dans 
l'intégrale (13.153) on obtient : 


2 
2 => 
BS | Zen pe (13.154) 
AT 60? | Hab g? 
On peut d’autre part remarquer que l’on a : 
ri ð /f1 
= 2 = — (+) (13.155) 
g Owa \9 
De sorte que (13.154) peut encore s’écrire : 
2 
1 Za Zp e? ? 3 
À = ave | (matme) Ke (+) (13.156) 
AT €o? Ma Mp? Owe \g 


On remplace enfin In(Xp / po) par sa valeur moyenne In A ; l’erreur ainsi faite est assez 
faible puisqu’elle porte sur un terme logarithmique à variation lente. On obtient ainsi, 
en reportant le résultat (13.156) dans l'intégrale (13.150), le résultat final : 


(Awa)p/At = Tab Ho (13.157) 


—> 
Wa 


5. Le calcul fait ici (superposition de collisions à faible déviation) mest d’ailleurs 
évidemment pas valable au voisinage de la borne supérieure x = 7. On étend malgré 
tout, par raison de simplicité, la formule (13.153) jusqu'à cette borne. C’est une ap- 
proximation valable dans les plasmas cinétiques classiques parce que dans ce cas les 
collisions lointaines constituent la contribution principale dans l’intégrale (13.153), de 
sorte que l'erreur relative faite est de l’ordre de (In A)-!. 
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avec : 


2 
1 Zie? 
Pipe É a InA (13.158) 
Ame Ma 
say Matm Lis 
Hale) = —“——* [ise (13.159) 
ms g 


c) Calcul de (Aw; Awz),/At 


a) Règle d’additivité La première question qui se pose pour le calcul des coeffi- 
cients de transport du second ordre est de vérifier que les termes quadratiques Aw} Aa 
s’additionnent statistiquement. Pous s’en rendre compte on peut par exemple considérer 
deux intervalles de temps successifs At; et Atz pendant lesquels une particule a donnée 
subit, du fait des collisions, des variations de vitesses (Awa); et (Awa)2. Si les col- 
lisions sont à faibles déviations la variation totale Awa pendant l'intervalle de temps 
total At = At, + Atz s'obtient simplement par addition : 


Awa = (Awa)1 + (Awa)2 (13.160) 


On en déduit, pour le terme quadratique correspondant, l’expression : 
Awe AT = (ATÈ) (ATÈ) + (AG): (AG) + C (13.161) 


où © représente le terme de couplage entre les effets produits pendant At, et ceux 
produits pendant At», soit : 


C = (Awa): (Awa)2 + (Awa)2 (Awa)1 (13.162) 

Si les collisions sont une suite d’événements binaires non corrélés, la valeur probable de 
© s'écrit : _ 

(C) = ((Awa)1)((Awa)2) + ((Awa)2)((Awa)1) (13.163) 

Or ((Awa)1) est proportionnel à At; et ((Awa)2) à Ate ; le terme (13.162) est donc 

proportionnel au produit At; Atz ; pour calculer la valeur probable de (13.161) on peut 


négliger ce terme quadratique devant les contributions des deux termes qui sont linéaires 
en At, et Ate, c’est-à-dire écrire la règle d’additivité : 


(Awa Awa) = ((Awa)1 (Awa)1) + (Awa? Awad) (13.164) 


B) Calcul La régle d’additivité (13.164) étant admise, on écrit immédiatement 
Vanalogue de la formule (13.148) : 


ey Mb 2, — = 
Ain Aim), /At = f I (=) 5 BG 000 a FCT) dus, (13.165) 
a Jui Ma + Mo 
a Mb 2 B ti 
z (= [Eita (13.166) 


avec : 


B = (Ag Ag) = | BBaewan= fs sin? X # ¥ a(x) dQ (13.167) 
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Pour le calcul de l'intégrale (13.167) wa, Wg et par conséquent g’ sont constants. On 
peut donc momentanément prendre comme axe Oz la direction de g° et désigner par y 
un angle d’azimut dans le plan perpendiculaire à g. Les composantes de “s’ sont alors : 


Sz = cos X/2 cos p (13.168) 
Sy = cos x/2 sing (13.169) 
sz = —sinx/2 (13.170) 


On voit alors immédiatement que dans l'intégrale (13.167) l’intégration sur y rend nuls 
tous les termes rectangles : 


Bry = Byz = Byz = Bzy = Bzr = Brz = 0 (13.171) 


cependant que l’on a pour les termes diagonaux : 
Brr = Byy 4 Bzz #0 (13.172) 


Calculons donc successivement Bzz et Bzz ; on remarque tout d’abord pour cela que 
l'intégrale sur p donne pour ces termes un facteur x, après quoi il reste à intégrer sur 
x, ce qui donne : 


r 212 
zz = 4g° sint x a(x) sin x dx = = Za Zoe (13.173) 
À 2 Breo?g | Hab 
T 
Ber = Byy= ane? | sin? X cos? Xo sin x dx (13.174) 
0 
2 
2 Ti as 
2 1 Za Zpe cos (x/2) d(x/2) (13.175) 
AT eo? g Hab ò sin x/2 


Cette intégrale diverge ; on effectue pour la rendre convergente la même coupure que 
précédemment [cf. formule (13.153)] ; il vient alors : 


2 
1 Za Zp e? | Xx | 
Brz = Byy = —>— | —— l; = +- 13.176 
xt v T ine? g | Hab nsin( 2 he 2 ( ) 


— 
soit, avec les mêmes approximations que pour le calcul de À : 


2 

Z, 2 

Bos = By = aZe | na (13.177) 
4méo?g | Hab 


En comparant (13.173) et (13.177) on voit que pour les plasmas cinétiques classiques 
où In A > 1 on peut négliger Bzz devant Bzz ou Byy et écrire donc : 


2 1 0 0 
— 2 z 
B=, 42t] hA=|0 1 0 (13.178) 
0 © 0 


Dans le système de coordonnées où nous nous sommes placés on peut voir facilement 
que l’on a : 


1 0 0 
A ie se] eee A (13.179) 
0 0 0 
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où I est le tenseur diagonal unitaire. Mais sous cette dernière forme le résultat est écrit 
de façon tensorielle exacte et est donc indépendant du système de coordonnées choisi. 
On peut d’autre part facilement montrer que, 7” étant un vecteur position quelconque, 
on a l'identité : = 
I-P _ sos 
3 =V Vr (13.180) 


En reportant les résultats (13.179) et (13.180) dans lexpression (13.178) on obtient : 


2 
= 1 Za Zp e? ð 8 
B | g ae In A g (13.181) 
Hab 


Ar €o 2 Owe Owe 


D'où, en remontant à la formule (13.167), le résultat final : 


(AT? Awée),/At = Lab Vwa V wa Gab (13.182) 
avec : 


Gas = J 9 f(T) dws (13.183) 


Pas étant comme précédemment défini par la formule (13.158). 


d) Cas où f(w,) est isotrope 


a) Calcul de (Aways /At Lorsque f(W) est isotrope, les intégrales Ha, et Gas 
ne dépendent pas de l'orientation de ia : ce sont elles-mêmes des fonctions isotropes de 
wa. Pour les calculer on peut prendre wa comme axe Oz et utiliser un développement en 


polynômes de Legendre. D’après la définition géométrique des polynômes de Legendre 
(cf. [268], [269]) on a: 


1 2 
==— [rte + 2 Pi (cos 8) + (=) P2(cos 0) +. pour wy < wa (13.184) 
g Wa Wa Wa 


1 1 2 
== — [coo + 2 Pi (cos 6) + (=) Pe(cos 6) +.. | pour wp > Wa (13.185) 
g We Wp Wh 

où 6 est l'angle des vecteurs we et we. Dans l'intégrale (13.159) seuls les termes de 1/g 


en P,(cos6) donnent une contribution lorsque f(W) est isotrope. On déduit donc de 
(13.184) et (13.185) : 


Horlo dr ee t B mfua f ve up (13.186) 
0 


Mb Wa we 


d’où l’on déduit d’après (13.157) : 


(ATJ A = Ar Te TR Ta i wy 2 f (wy )dwy (13.187) 
Mb Wa o 


8) Calcul de (Awe Awa)o/ At Pour calculer Gap il faut d’abord développer g 
en polynômes de Legendre ; pour cela on écrit : 


1 1 
g=9° x — = (w? + w? — 2waw, cos6)— = [(wa 2 4 wp?) Po — 2wawePr| (13.188) 
g g 


Ql 
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Le développement de 1/g en polynômes de Legendre est donné par les formules 
(13.184) et (13.185). Pour obtenir celui de g on voit d’aprés (13.188) qu’il faut connaitre 
celui des produits P1 P, ; à partir d’une formule donnée par Whittaker et Watson [265, 
p. 331] on obtient : 

1 
Pi Pe = 2+1 (£+ 1) Pepi + £P] (13.189) 
Pour le calcul de Gab on a seulement besoin de connaître dans g le terme en Po, terme 
que nous désignons par go. De (13.188) et (13.189) on déduit facilement : 


1 2 1w? 
go = (Wa ? +w 2) — Rd UN a + = pour wy < Wa (13.190) 
Wa 3 uw? 3 wa 
1 2 1 wa? 
Jo = (wa? + w?) Tao Ma wy t= pourwa >wp (13.191) 
3 Wb 2 3 Wh 
d’où : 
Wa 1 Wa oo w? oo 
Gab = 4r | wa | w? f dws + we f dwp + | w} f dws + — | w f dur 
3Wa 3 
o o Wa Wa 
(13.192) 
ə T Wa F 1 Wa À ines co 
Gab = 47 — wy “ f dwa — PERRE wa” f dwp ++2— | wp f du 
Owe wa [Jo 3Wa z 3 A 
a 
(13.193) 
On remarque d’autre part que l’on a Videntité : 
1 
2 [we A(wa)] =TA+— dd wa Wa (13.194) 
Wa dWa 


a 


où À est une fonction quelconque de wa ; d’où, compte tenu de (13.182), et (13.193) le 
résultat final : 


= 1 Wa 1 Wa 2 co 
4nT a, II | — we f dws — —— wy * f du + = wy f dur 
Wa 3 wa 3 3 
o o Wa 
Wa Wa 1 a 1 Ae 
+ a wa? f dus + = wp ^ f dus (13.195) 
Wa Wa 5 9wa ô 


où f désigne la fonction de distribution f(w,) des particules cibles. Si Pon prend wa 
comme axe Oz on voit immédiatement que ce tenseur prend la forme : 


(Awe Awa),/At = 
5 ((Awai)?})s/At 0 0 
0 3((Awa1)?)o/At 0 (13.196) 
0 0 ((Awy)?)5/At 
avec : 
1 Wa 1 Wa 2 oo 
((Awa1)?)o/At = 8ra |— | w? f dws- —— | wt f dur + 5 fe f dwi 
Wa © 3 wa 6 3 ‘ite 


(13.197) 
5 i Va ; 1 oc 
(Awa) Ja /At = 8a ab |— E) wp” f dw + 3 wp f dur (13.198) 
a o 


Wa 
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e) Cas où f(w,) est maxwellienne 


a) Calcul de (Awalo, At Dans les calculs du paragraphe précédent on parti- 
cularise maintenant f(w,) en posant : 


3/2 _ vp? 
mp = 2 na 1 =; 
Pen =) eme wy 2/28 Ty — ee (13.199) 


où wp désigne la vitesse la plus probable des particules cibles. Pour effectuer les calculs 


on pose : 
x = wy/W (13.200) 


Uab = Wa /Wp (13.201) 


On obtient alors facilement, en reportant (13.199) dans (13.187) et en tenant compte 
de (13.158) : 


2 
Z 2 
(Aw, kta | eee (1 + me) R(uas) nA (13.202) 
Ar €o Ma Wp 
avec : u 
P - À 2 
Ru) = == = I re dr (13.203) 
2 a2 
wi/2 u a 


B) Calcul de ((Awa He / At Un calcul analogue fait à partir de la formule 
(13.197) donne : 


2 
n Za Zp e? 1 

((Awa1)?)»/At = de ES z Sla) In À (13.204) 

a 

avec : 
1 2 1 =) 1 42 

S(u) = 5 (3-3) / e= det Se 4 (13.205) 

o 


A13-2 Équation de Landau 


Partons du terme de collision (8.79) de Boltzmann que nous récrivons sous la forme : 


Cab - fu fi — fa fo) 9o(x, P) dQ dur (13.206) 


Dans un plasma cinétique classique on peut négliger les collisions proches, les variations 
de vitesses : 


Awa = w, — Wa (13.207) 
— 
Am = w, — Wp (13.208) 


sont faibles et l’on peut tranformer Cap en développant f et fy en série de Taylor, soit 
en se limitant au deuxième ordre : 


Dhs des, 3 ð 


fi, = fatAwa- + = zô Awa : fi 
$ : awe ii Owe ðw 
—- Of, 1 — — ð à 
fi = fet Aw, — + -Aw Aw, : — — fi t... (13.209) 
$ aw 2 amè daR 
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d’où : 
— ð -— ô 
fH he EF au 2 
OWa Ou, 
+ fa Awe - of ae + fe Awe sale (13.210) 
Wa 
1 ð ô 
+= fo Awe Awe : — fa + S faus Aux : —— — fy +.. (13.211) 
2 Wa = we Owe 


En reportant cette expression dans Cep on obtient l’équation de Fokker-Planck (13.83) 
ou l'équation de Landau (13.106). Ce calcul est développé dans [104, annexe II] ; nous 
le résumons ci-dessous. 

On peut se demander pourquoi il est nécessaire et d’ailleurs suffisant de pousser le 
développement ci-dessus jusqu’au deuxiéme ordre. La raison en est la divergence coulom- 
bienne des intégrales : les termes du premier et du deuxiéme ordre du développement 
ci-dessus donnent tous deux un résultat infini lors de l'intégration sur x lorsque x — 0. 
Pour supprimer la divergence il faut comme d’habitude faire la coupure de Debye. Il 
en résulte alors deux contributions du même ordre de grandeur proportionnelles à In A. 
Rappelons que dans les plasmas cinétiques classiques, on a In A > 1. Cela étant, on 
peut montrer que les termes d'ordre supérieur à 2 dans le développement de Taylor ne 
produisent au contraire aucune divergence et apportent une contribution plus faible, 
par un facteur d’ordre In A, que les contributions du premier et du deuxième ordre. 

Pour effectuer le calcul de l'intégrale (13.206) on exprime d’abord comme au para- 


rE x. ele . . . s 
graphe A13-1 Awa et Aw, dans une collision en fonction de la variation Ag du vecteur 
vitesse relative dans cette même collision. On obtient ainsi : 


Öge i dun godn | | Ofa p _ me Of | a: (13.212) 
cons Hab OWE pab Ow, 
2 2 2 2 — — 
+| (=) Es - Mate Ole Ole 4e (=) -2L fa| 25 A 
2 \ Hab? Où Owe Hab Où Ow, 2 \lab/ Ou Awe 


On effectue d’abord l'intégration sur l’angle de déviation, c’est-à-dire sur dQ. Ce calcul 
est identique à celui des coefficients de transport dans l’espace des vitesses fait dans 


l’appendice A13-1. On introduit les valeurs moyennes de Ag et Ag Ag sur les angles, 
soit : 


(Ag) 


ay 
[Bie dQ (13.213) 


(Ag Ag) Í Ag Ag go dQ (13.214) 


On obtient les expressions (13.154), (13.178) et (13.179). En effectuant ensuite 
l'intégration sur dw, on obtient finalement le résultat (13.106). 


A13-3 “Maxwellianisation” des électrons ou des ions 
par self-interaction 


Considérons dans un plasma lune des composantes chargées, par exemple les électrons, 
et supposons que leur fonction de distribution à un certain instant initial soit isotrope 
mais non maxwellienne ; étudions l’évolution de cette fonction de distribution vers l’état 
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maxwellien, sous l'effet des seules interactions e-e, c’est-à-dire en négligeant les inter- 
actions e-i et en supposant qu'il n’y a aucune force extérieure appliquée aux électrons ; 
on peut espérer ainsi préciser la notion de temps de “maxwellianisation” des électrons 
entre eux, notion que nous avons introduite au paragraphe 12.9.1 ; les calculs que nous 
allons faire peuvent d’ailleurs s'appliquer aux ions, dans la mesure (discutable) où les 
interactions t-e peuvent être négligées. 

On étudie le problème ainsi posé au moyen de l’équation : 


of = (3). (13.215) 


le deuxième membre étant calculé au moyen des formules (13.89) à (13.92) qui ici se 
simplifient énormément ; en effet : 

— il n’y a qu’un seul type de particules en jeu ; les indices a et b étant donc partout 
égaux, on peut les supprimer ; 

— toutes les fonctions étant isotropes on peut poser gf = 38. = gh = 0 et réduire 
les sommes (13.90), (13.91) et (13.92) à leur premier terme avec : 


ao(w) = f (13.216) 


L’équation (13.89) s'écrit donc : 


2w? of _ 8 5, 29h 99 8? 2 Og 
T Cale ~ Ow [r( au ðw =| + Ow2 f (» z3)| (13.217) 
avec : PR S 
h = 2Ao(w) = 87 (/ E fla) dr + f xf (z) ir) (13.218) 
o w 


g = Bo(w) = 4r (/ x? w(1 + 2? /3w?) f(a) dx + A z?(1 + w?/3x?)f (£) a) 
0 


w 
(13.219) 
En combinant ces trois équations on peut mettre finalement l’équation d’évolution 
(13.215) sous la forme : 


of 8re{ 2 OF jé 1 f7 
He QE ({ arodes + | stfad) (13.220) 


A(S rwa ma. =)" (14 E) aroa) +2! 


On peut la mettre sous une forme réduite en l’écrivant d’abord : 
Of _ 8r?et 
ôt m 


en appelant pour alléger les notations Af(w) la quantité entre crochets dans (13.220). 
L'opérateur Af(w) est homogène par rapport à f de degré 2 et par rapport à w de 
degré zéro. Cela permet d’énoncer sans intégration d'importantes lois de similitude. On 
peut en effet caractériser l’état initial du gaz d’électrons par sa densité n, sa vitesse 
quadratique moyenne w1 (qui définit l'énergie moyenne des particules) et enfin la forme 
de sa fonction de distribution. Au cours de l’évolution seule cette forme varie, n et w1 
restant constants ; c'est pourquoi nous posons : 


f= zelu) (13.222) 
1 


In AAf(w) (13.221) 
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avec : 


ees (13.223) 
wi 


Il est facile de voir que y(u) satisfait alors à la double condition 


OO co 
an f u?ç(u) du = an f utp(u) du = Cte (13.224) 
o 0 


En portant (13.222) dans (13.221), on obtient : 


2e = 27 (vi }Aplu) (13.225) 


en appelant ici (v1) l'expression vı (w1) relative aux particules considérées. Introduisons 
enfin un temps réduit s défini par la formule : 


s = 2r(v)t (13.226) 
Nous obtenons l'équation réduite 

ð 

of = Ap(u) (13.227) 

ðs 


qui ne contient plus aucun paramètre. Autrement dit, toutes les fonctions de distribution 
semblables relaxent de façon semblable, les lois d'évolution devenant identiques si on 
prend comme unité de vitesse la vitesse quadratique moyenne et comme unité de temps 
une unité inversement proportionnelle à (v1). Or, lon a: 


2,3 1/2-3/2 
AN epg LL (13.228) 


(1) n n 


L’échelle de temps des relazations par self-interaction varie comme la racine carrée de 
la masse, la puissance 3/2 de l’énergie et l’inverse de la densité. Rosenbluth et al. [230] 
ont effectué une intégration numérique de l’équation (13.227) dans un cas particulier 
intéressant : celui où à l'instant initial tous les électrons ont la même vitesse w1. Les 
résultats sont représentés sur la figure 13.12. 

En fait, une distribution initiale du type fonction de Dirac f = 6(w1) est impossible 
& manipuler numériquement ; cependant on peut admettre qu’au bout d’un temps 
relativement court (de l’ordre de 0.1/(11}), elle se sera légèrement élargie et pourra être 
représentée par une courbe de Gauss ; c’est cette distribution qu’on peut prendre comme 
état initial ; elle est représentée par la courbe Co de la figure 13.12 ; les courbes C1 et C2 
représentent la fonction de distribution aux instants { = 0.62/(11) et t = 4.1/(11) ; la 
courbe Cg, est la distribution maxwellienne ; on voit que pour les vitesses w de l’ordre 
de w1 l’état maxwellien est atteint au bout d’un temps de l’ordre de 1/{1) ; ce temps 
coincide assez bien avec les temps de relaxation moyens tr ou tp relatifs aux collisions 
e-e que nous avons calculés au paragraphe 13.4.2 (cf. tableau 13.2). 

Par contre, la queue de la distribution maxwellienne du côté des hautes énergies 
se remplit beaucoup plus lentement. Une étude approchée [230] de l'équation (13.227) 
montre que l’on atteint l’état maxwellien pour la valeur w >> w1 au bout d’un temps 
tu (w) donné par la relation approchée : 


1 1 1 
vilw)  8(v1) (w/w)? 


tm(w) = (13.229) 
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glu) 


w/w, 


Figure 13.12 : Maxwellianisation des électrons. 


A13-4 Écriture de l’équation de Landau sous la forme 
de Fokker-Planck 


Le terme (13.106) Jag de l'équation de Landau (cf. tableau 13.4) peut s’écrire, en faisant 


sortir fa et fa de l'intégrale, sous la forme : 
8Wa 


= 0 
jt = Afa — B (13.230) 
Owa 
avec : 
= T = 0a 
A = -2 | Ga: oho dws (13.231) 
mp ows 
= N, == 
B = — j: Gav fo dwe (13.232) 
Ma — 
Mais l’on a de façon générale, pour un tenseur tel que B fonction de wa et symétrique : 
= Ofa ð = ð = 
Bice — : Bfa — fa -B (13.233) 
Wa Owa OWe 
de sorte que (13.230) peut aussi s’écrire : 
Fa a 
> ab nh 
Jab = mi” = on + Dabfa (13.234) 
avec : 
Er =- Ə = 
BL A+ -B (13.235) 
Me Owe 
Das = B (13.236) 
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Sous la forme (13.234) l'équation qui exprime Jab en fonction de fa et Ofa/Owa est 
l’analogue exacte dans l’espace des vitesses d’une équation de flux dans Pespace ordinaire 
en présence d’une force extérieure et d’un gradient de pression [cf. par exemple les 
formules (5.13) et (5.63)]. Le même calcul peut se faire à partir de l'équation de Balescu 
(13.108) du tableau 13.4 ; il conduit encore aux formules (13.234), (13.234), (13.234) 


mais dans les expressions (13.231) et (13.232) de B et Bil faut remplacer las par Nab 
et Ga par Uab. 


13.10 Problèmes 
P13-1 Linéarisation de l'équation de Fokker-Planck 


a) En posant dans les équations (13.88) à (13.215) : 
fa = fe = fO + afp (13.237) 


fo = fi = 4e ®?/ WE (13.238) 


et en ne tenant compte que des collisions avec les ions, montrer que l’on a pour 
les électrons : 


h= Ag(w) = nifw (13.239) 
g ~ mw (13.240) 
b) En déduire la relation : 
Ofe ne (1) 
pe Ea =-— 13.241 
Ot coll.e—i w3 fe ( ) 


P13-2 Conductivité électrique de Lorentz 


En partant de la formule (12.61) et en supposant pour simplifier B = 0, montrer que 


l'on a : vue 
16 / 2 
dei (=) = (13.242) 
3 3r m1 


P13-3 Conductivité thermique de Lorentz 


En admettant que ap est maxwellienne et en calculant les moyennes appropriées de v1, 
comparer l'expression (13.141) donnée par Spitzer aux résultats de la section 12.8. 


Cette page est laissée intentionnellement en blanc. 


Chapitre 14 


Plasmas et rayonnement 


14.1 Introduction 


Dans ce chapitre nous traitons de l’émission de rayonnement électromagné- 
tique par les plasmas et, de façon plus générale, de l'interaction des champs 
de rayonnement avec les particules matérielles au sein d’un plasma. Même 
dans le cas d’un plasma froid et faiblement ionisé produit par décharge 
électrique dans un gaz, les électrons possèdent une énergie suffisante pour 
exciter les atomes de l’état fondamental vers des états radiatifs. L'émission 
de raies atomiques est alors un des moyens par lesquels le plasma cède une 
partie de l'énergie apportée par le champ électrique appliqué. Cependant 
les phénomènes radiatifs sont beaucoup plus importants dans le cas des 
plasmas thermonucléaires : ces plasmas de température très élevée rayon- 
nent une quantité d'énergie extrêmement importante qui doit être fournie 
par les réactions nucléaires pour que la température soit conservée. 
L'évaluation quantitative du rayonnement émis par un plasma nécessite 
la prise en compte de son épaisseur optique pour le rayonnement qu’il peut 
émettre. Si le plasma est optiquement épais (complètement opaque) alors 
il émet comme un corps noir et la perte d'énergie qui en résulte peut être 
importante (~ T4). C'est le cas dans les plasmas d’explosion nucléaire, où 
l’énorme quantité d'énergie libérée par les réactions nucléaires équilibre la 
colossale quantité d'énergie rayonnée. Dans ces conditions il serait abso- 
lument impossible de faire fonctionner un réacteur à fusion contrôlée, où 
les températures mises en jeu sont comparables à celles d’une explosion, 
mais dans lequel le taux de production d'énergie doit être beaucoup plus 
faible pour éviter la destruction du réacteur. Cependant les plasmas usuels 
de laboratoire sont optiquement minces pour leur propre rayonnement, et 
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cela implique que l’émission totale d'énergie rayonnée est moindre que celle 
d’un corps noir. Dans ces conditions la fusion thermonucléaire contrôlée 
devient possible a priori. 

Dans le cas d’un plasma optiquement mince, on ne peut évaluer la puis- 
sance rayonnée que par une analyse détaillée des processus responsables de 
l’émission de rayonnement. Si le plasma est complètement ionisé, composé 
par exemple d'électrons et de protons, le rayonnement est produit par les 
électrons libres. La théorie bien connue du rayonnement d’une particule 
chargée accélérée, décrite dans les ouvrages d’électrodynamique classique, 
permet alors de calculer le rayonnement émis. Ce sera le sujet de la section 
14.2 dans laquelle on discutera en détail les deux processus fondamentaux 
d'émission de rayonnement par des électrons, à savoir l’émission cyclotron 
et le bremsstrahlung. Cette théorie ne s’applique en principe qu’aux plas- 
mas composés uniquement d'électrons et de noyaux nus. Cependant, un 
plasma même complètement ionisé peut contenir des ions qui n’ont pas 
été complètement “épluchés” de tous leurs électrons ; dans de tels cas on 
doit également tenir compte de l’émission due aux transitions entre deux 
niveaux liés. 

Dans tous les cas, le couplage du rayonnement avec la matière doit 
être pris en compte. Par cela on veut dire, tout d’abord, que le rayon- 
nement émis par certaines parties du plasma peut être absorbé dans les 
couches externes de celui-ci et donc que l'émission résultante dans le vide 
extérieur dépend de ces phénomènes d’auto-absorption. A la fin de la 
section 14.5 nous évaluerons l’ordre de grandeur de la longueur d’auto- 
absorption d’un plasma. Mais, d’autre part, la présence de grandes quan- 
tités de rayonnement dans un plasma modifie sa composition physico- 
chimique, c'est-à-dire la population des différentes espèces présentes dans 
le plasma. Le problème de l'étude simultanée de l'émission de rayonnement 
par la matière et de la modification de l’état de celle-ci par l’existence de 
grandes quantités de rayonnement est connu sous le nom de problème du 
transfert radiatif. Nous discuterons cette théorie générale dans la section 
14.8. 

Lorsque la quantité de rayonnement dans un plasma est importante, on 
peut d’ailleurs assimiler le rayonnement à un fluide et au lieu de considérer 
le plasma comme composé d'électrons, d’ions et éventuellement de neutres, 
considérer qu'il contient aussi un gaz de photons qui peuvent, en quelque 
sorte, être traités comme les particules matérielles. On peut en effet écrire 
des équations cinétiques et hydrodynamiques pour le gaz de photons, et 
c’est cette approche que l’on nomme l’hydrodynamique radiative. Elle n'est 
que peu utile dans le cas des plasmas de faible densité dans lesquels les 
phénomènes collectifs sont les plus importants ; c’est au contraire une 
formulation très fructueuse des problèmes concernant les plasmas chauds 
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et très denses tels que ceux rencontrés en astrophysique et dans l’étude 
des explosions nucléaires. 

Enfin, dans la section 14.9 nous introduirons, pour résumer tout le 
chapitre, une classification des plasmas du point de vue du rayonnement. 
Ceci généralisera la classification des plasmas introduite au chapitre 1 où 
le rayonnement était ignoré. 


14.2 Émission de rayonnement par 
les électrons libres 


14.2.1 Champs d’une particule chargée 
(formules relativistes) 


On sait qu'une distribution continue de charge p(7’,t) et de courant 


T(?,t) peuvent être obtenus à l’aide des potentiels retardés de Lorentz 
qui sont des solutions exactes des équations de Maxwell (voir par exem- 
ple (289]). A partir de ceux-ci, on peut obtenir des potentiels approchés 
qui décrivent le champ électromagnétique à l’extérieur d’une particule 
quasi ponctuelle, Un électron, par exemple, peut être assimilé à un pe- 
tit volume chargé dont le rayon est de l’ordre de 1071? cm, mais dont la 
structure interne est mal connue. Si on s'intéresse seulement au champ 
électromagnétique à l'extérieur de ce très petit volume, on peut alors rem- 
placer les potentiels exacts de Lorentz par ceux de Liénard-Wiechert qui 
fournissent une excellente approximation de ce champ externe. Ces poten- 
tiels sont donnés par les formules suivantes : 


= Iz B (= = re] (14.1) 
4 | (14.2) 
E fas ee [rv re| 


A partir de ces expressions, les champs sont donnés par les formules 
habituelles : 


aa 

aie 

E = -Vp - z (14.3) 
B=Vx A (14.4) 


Les notations et la géométrie du problème sont présentés sur la figure 
14.1. Au temps żŁ, la particule est au point O et l'observateur en P. Le 


404 Plasmas et rayonnement 


P(t) 


M(t- 2) 


V 


ott) 


Figure 14.1 : Champs produits par une particule chargée en mouvement. 
O, P Positions de la particule et de l'observateur à l'instant t. 
M Point source à Pinstant t — r/c. 
O' Position virtuelle de la particule à l'instant t (comme si W était nul). 


potentiel et les champs au point P sont des fonctions de la position 7”, de 
la vitesse v et de l'accélération @ de la particule ; cependant les valeurs 
de ces quantités ne doivent pas être prises au point O et au temps t, mais 
à l'instant antérieur (t— r/c) en un certain point M de la trajectoire qu’on 


appelle le point source. La position 7 = MP du point source est définie 
par la condition que la lumière prenne le même temps pour aller de M en 
P, que la particule pour aller de M en O. Le temps (t — r/c) est le temps 
retardé. On a également représenté sur la figure une position virtuelle O’ 


(avec To = O'P) qui serait la position de la particule au temps t, si partant 
de M elle s'était déplacée le long d’une ligne droite à la vitesse constante Y 
qu'elle avait en M. C’est une position virtuelle car, en général, v varie à 
cause de l'accélération T et la particule arrive au temps t en O plutôt qu'en 
O”. Les crochets utilisés dans les formules (14.1) et (14.2) représentent des 
quantités retardées liées au point source M (position T°, temps t — r/c). 
Nous n’en ferons plus usage dans la suite. Le calcul des champs à partir 
des potentiels de Liénard-Wiechert est décrit dans les ouvrages classiques 
[290], [291], [292] ; il montre que les champs peuvent être séparés en deux 
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parties distinctes : 


e Champs de convection 


Areo Ei 1 — v/e 
se (14.5) 
q r3(1— T-V /rc}3 
>» > 
eee (14.6) 
re 


Ces champs sont seulement des fonctions de 7 et Y ; ils 
ne dépendent pas de l'accélération Q. On voit également qu'ils 
décroissent comme + pour les grandes valeurs de r. Par conséquent, 
le flux d’énergie à travers une sphère centrée sur M tend vers zéro 
lorsque le rayon de la sphère tend vers l'infini. L'énergie associée à ces 
champs est transportée par le mouvement de la particule : ils accom- 
pagnent celle-ci ; c’est la raison pour laquelle on les appelle “champs 
de convection”. Comme ils ne dépendent pas de l’accélération, ils 
peuvent être calculés à l’aide d’une simple transformation de Lorentz, 
en supposant que la particule se déplace à la vitesse constante V 
{voir problème P14-1). 


e Champs de rayonnement 


mam Tae) (14.7) 
= 3 i 
q c2r3 (1 = P-V /re) 
> => 


Ces autres champs dépendent de 7”, w et de l'accélération @’ ; ils 
sont nuls pour T = 0. Ils varient comme 1/r aux grandes valeurs de 
r et, de ce fait, loin de la particule, les champs de rayonnement sont 
beaucoup plus grands que les champs de convection. Pour les champs 
de rayonnement, le flux d’énergie a travers une sphére de trés grand 
rayon tend vers une valeur finie lorsque le rayon de la sphère tend 
vers l'infini. L’énergie qui leur est associée se sépare de la particule, 
et représente pour celle-ci une perte d’énergie ; c’est la raison pour 
laquelle on les appelle “champs de rayonnement”. 


4 

Leur structure est représentée sur la figure 14.2. Le champ E2 
est perpendiculaire au vecteur 7”, ce que l’on a montré en dessinant 
ce champ électrique dans le plan perpendiculaire à 7’. Le champ 
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M(t- Z) 


Figure 14.2 : Champs de rayonnement. 


magnétique Bo est perpendiculaire à la fois à 7 et Bs ; il se 
trouve aussi dans le plan perpendiculaire à 7 . On voit ainsi claire- 
ment que cette structure de champs est semblable a celle d’une onde 
électromagnétique. 


14.2.2 Rayonnement d’une particule non 
relativiste (v < c) 


a) Champs 


Les formules précédentes et leurs conséquences sont discutées dans de nom- 
breux ouvrages classiques [290], [291], [292]. Cependant, pour l’objet du 
présent texte on se limitera au cas où la vitesse de la particule est beau- 
coup plus petite que la vitesse de la lumière et pour lequel les expressions 
et la géométrie des champs se simplifient beaucoup. 

Lorsque v « c les trois points M, O et O’ sont confondus, comme on 
peut le voir sur la figure 14.3(a). Les deux vecteurs T°’ et Tg sont égaux. 


Afin de décrire leur direction, introduisons un vecteur unitaire Ss’ le long 
de MP. Les champs de rayonnement (nous omettrons dorénavant l'indice 
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Z 


E(r,8) 


CL 


M Enax(f) 


o, 


(a) (b) (c) 
Figure 14.3 : Structure dipolaire du champ de rayonnement pour v & c. 


(a) Polarisations de E et B. 
(b) Dipôle axé sur l'accélération de l’électron. 
(c) Dépendance angulaire de E (et B). 


2) s'écrivent alors : 


E = (14.9) 


=> 
q sxa 


Beas (14.10) 
C 


4re,c3 T 
Comme le vecteur v ne joue plus aucun rôle, alors que W est essentiel, 
on peut représenter les champs sur la figure 14.3(b) où l’axe vertical Oz a 
été choisi suivant la direction du vecteur accélération à. 

Les champs électrique et magnétique sont représentés sur la figure et 
l’on a également omis l’indice 2. Leurs valeurs absolues sont données par : 


q asin 
E |= —— 
iE] ÅnEo T 


(14.11) 


|B|=]E]/e (14.12) 


En examinant ces résultats et la géométrie de la figure 14.3(b), on remarque 
que la structure des champs est semblable à celle produite par une antenne 
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dipolaire d’axe a’ et ceci, tant du point de vue de la polarisation des 
champs que de leur distribution angulaire représentée sur la figure 14.3(c) 
à l’aide d’un lobe circulaire pour l'intensité du champ. 


-b) Puissance rayonnée 


Soit P(S, t) la puissance rayonnée au temps t par la particule, par unité 
d’angle solide dans la direction 8°. Celle-ci peut être calculée à partir du 
vecteur de Poynting : 


PR g | sxa i 
E x B/uw= Tenta 2 S (14.13) 
On obtient : 
WS) È o oe 
FR our aeol (14.14) 
te ds 2 
= Texted | T |? sin? (14.15) 


où 0 est l'angle formé par @ et la direction “s’ de l'observateur. On en 
déduit la puissance totale P(t) rayonnée au temps t par la particule en 
intégrant (14.15) sur langle 6, soit : 


g 


P(t) = =] P paie e| (14.16) 


a 3 


Ce résultat est connu sous le nom de formule de Larmor. 


c) Distribution spectrale de la puissance rayonnée 


On peut également étre intéressé par la distribution en fréquence de cette 
puissance rayonnée ; cette question n’a de sens que si on intégre la puis- 
sance émise le long de la trajectoire compléte. Mais on ne peut pas supposer 
que depuis t = —oo jusqu’à t = +00 v et a sont tous les deux non nuls, 
car il en résulterait une puissance totale rayonnée infinie. 

Pour éviter cela, on imagine la situation représentée sur la figure 14.4, 
où une particule commence son mouvement au loin sans être accélérée, puis 
durant un certain intervalle de temps subit une accélération en suivant une 
trajectoire compliquée entre les points A et B, et finalement s’en va au loin 
sans plus aucune accélération. 
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B 


Figure 14.4 : Trajectoire d’une particule accélérée entre les points À et B. 


De cette façon, la puissance rayonnée le long de la trajectoire complète 
est finie et peut s’écrire : 


+00 
W(3) = Í: P(S, t)dt (14.17) 


W= J © tdt (14.18) 


La première de ces formules représente l'énergie dans une direction 
donnée et la seconde l'énergie totale. On peut les transformer en utilisant 
l'identité de Parceval qui s’écrit pour un vecteur réel (cf. par exemple 
(292, pp. 668-9}) : 


too, 1 +o  _, 1 +œ _, 
A 2 = ~ 2 = — f 2 dw 
[_ ROP- REC ZE REC] 
(14.19) 
où A (w) est la transformée de Fourier de A(t). On obtient ainsi le spectre 
dans une direction donnée (énergie par dw dQ) : 


2 2 


W(S ,w) = es A Cè x @)et™* dt (14.20) 
ou dans n’importe quelle direction (énergie par dw) : 
Ww) = Re scan TO +iwt i 
(w) = maa Lo a (tje dt (14.21) 
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On voit ainsi que les composantes de Fourier de la puissance rayonnée sont 
étroitement liées aux composantes de Fourier du vecteur accélération. Les 
seules fréquences qui apparaissent dans le champ rayonné sont celles qui 
existent dans l’analyse de Fourier du vecteur accélération. 

Nous examinerons un exemple simple illustrant cette règle dans la sec- 
tion suivante où nous considérerons la rotation d’une particule dans un 
champ magnétique. Ce mouvement ne fait intervenir que la fréquence 
cyclotron Q et le champ de rayonnement sera monochromatique avec 
w=. 


14.3 Rayonnement cyclotron 


14.3.1 Puissance totale rayonnée 


La formule de Larmor (14.16) donne pour la puissance rayonnée par un 
électron de vitesse! v tournant dans un champ magnétique uniforme : 


(14.22) 


La puissance totale rayonnée par tous les électrons contenus dans une unité 
de volume du plasma est alors donnée par la formule : 


4 2 
(F). = [POH - a | mt (Ode (14.23) 


Si l’on suppose que la fonction de distribution des vitesses des électrons est 
isotrope, alors l'intégrale dans la formule ci-dessus vaut exactement deux 
tiers de la pression cinétique, et par suite : 


dU eB? 
(F). = Free NeKle (14.24) 
ou, sous forme numérique : 
d 
(=) = 5.35 107*4n.T.B? (SI) (14.25) 


La comparaison de cette énergie rayonnée et de la densité totale d’éner- 
gie cinétique des électrons dans le plasma permet de définir un temps 


1. Dans ce chapitre on ne rencontrera aucune vitesse de fluide. On peut donc utiliser 
la notation © pour la vitesse d’un électron individuel et f(v) (au lieu de f(w)) pour 
une fonction de distribution des vitesses. 
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de relaxation caractéristique pour le refroidissement du gaz électronique 
par émission de rayonnement cyclotron. Cela est discuté dans le problème 
P14-2 où il est montré que ce temps de relaxation est généralement très 
long à l'échelle des phénomènes microscopiques et toujours beaucoup plus 
grand que la période de rotation des électrons dans le champ magnétique. 


14.3.2 Distribution spectrale et angulaire 


Le rayonnement cyclotron n’est pas isotrope. Pour étudier sa réparti- 
tion angulaire partons de la formule (14.14) et considérons la situation 
représentée sur la figure 14.5 : à un instant donné chaque électron émet 
un rayonnement dipolaire d’axe OM dirigé le long du rayon instantané de 
giration ; on regarde le rayonnement dans la direction OP que l’on suppose 
être dans le plan yOz et faisant un angle 0 avec B. 


Figure 14.5 : Distribution angulaire du rayonnement cyclotron (v & c). 


Un calcul simple donne alors : 

| F x T |?= a? cos? y + a? sin? p cos? 0 (14.26) 
où ọ est l’azimut de l’électron. La puissance rayonnée par l’électron par 
unité d’angle solide dans la direction OP s’obtient en prenant la valeur 
moyenne de y sur une période de giration ; il vient alors en utilisant (14.14), 
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pour un électron de vitesse W : 


4,2 p2 
eviB 


— — 
FC) 327 2e, m2c 


(1 + cos? 8) (14.27) 


=F . + . 
où v, est la composante de T° perpendiculaire à B ; soit après intégration 
sur la distribution de vitesse : 


dU 3 fd 
dtd 16r \ dt 


) (1 + cos? 6) (14.28) 


où (dU/dt). est la puissance totale rayonnée donnée par (14.24). Le 
rayonnement émis est purement monochromatique, avec l’unique fré- 


quence : 
w= (14.29) 


Les résultats concernant la distribution spectrale et angulaire peuvent étre 
résumés en introduisant une quantité appelée émissivité spectrale, dans la 
direction 5’, d’un électron de vitesse V (puissance par dwdQ) [315]. Cette 


quantité que nous désignons par 7,,(3", V) est la grandeur fondamentale 
utilisée dans la théorie du transfert radiatif. Dans le cas du rayonnement 
cyclotron émis par des électrons non relativistes, on a : 


1 2,92 


= e?w 
nw( 8’, v ) = zev) = zag gil + cos? 0)6(w = Q) (14.30) 
o 


14.3.3 Discussion des approximations 


Nous avons calculé le rayonnement émis à laide d’une théorie simple non quantique, et 
également négligé la variation du rayon de giration pendant le processus radiatif. Ces 
deux hypothèses sont basées sur les remarques suivantes : 

e La puissance rayonnée produit seulement une lente contraction adiabatique des 
orbites. On veut dire par là que la condition suivante est satisfaite : 


2 1 
P(w) x = & im? (14.31) 
Q 2 
On peut effectivement montrer que cette condition peut aussi s’écrire : 
3 
AQ K — 137 mc? (14.32) 
r 8r 
B<B,=7.210'° (SI) (14.33) 


e Les orbites d’un électron tournant dans un champ magnétique constant sont 
d’ailleurs quantifiées et les niveaux d’énergie (niveaux de Landau [284]) sont : 


En=(n+ san (14.34) 


Mais on est généralement dans la situation où : 


KT >> RQ (14.35) 
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ce qui correspond à : 


B< Bz (14.36) 
avec : 
9 KT 
By = 4,4 10° — =0.74T (SI) (14.37) 
mc 


Dans ces conditions l’émission de rayonnement à la fréquence Q peut être assimilée à 
des transitions entre deux niveaux de Landau de nombres quantiques très élevés et, 
suivant le principe de correspondance, la théorie classique du rayonnement s'applique 
dans cette situation limite. 


14.3.4 Corrections relativistes 


Les corrections relativistes sont petites quand le plasma est non relativiste, c’est-à-dire 
si KT < mec?. On montre, par exemple, que la puissance totale rayonnée est légèrement 
augmentée selon la formule suivante : 


ae (Z) x (2 GORE +) (14.38) 
dt dt / nonrel 2 mec? 


Il y a aussi une certaine quantité de rayonnement sur les harmoniques de la fréquence 
cyclotron, le plus important étant le premier (w = 2Q) pour lequel on a : 


2(v) = P(u) x [st] (14.39) 


où P(v) est la puissance rayonnée par un électron de vitesse v dans l’approximation non 
relativiste et P3(v) la puissance rayonnée à la fréquence w = 2Q, avec 8, = v,/c & 1. 
Le cas des particules ultrarelativistes sort du cadre de ce chapitre ; on en trouvera une 
discussion dans l'ouvrage de Bekefi [315]. Pour KT > mc? les propriétés du rayon- 
nement changent radicalement ; on l’appelle dans ce cas le rayonnement synchrotron. 
Ses deux principales caractéristiques sont : une très forte directivité du rayonnement 
sous forme d’un étroit pinceau centré sur Y (7T ne joue plus aucun rôle important dans 
la distribution angulaire) et la présence d’harmoniques d’ordre très élevé. 


14.4 Bremsstrahlung électron-neutre 


14.4.1 Remarques préliminaires 


Lors d’une collision binaire, des forces importantes s’exercent sur les parti- 
cules et, de façon générale, l'accélération subie par la particule 1 s'écrit : 


X 
a = “2 (14.40) 
mı 


où X est la force exercée sur la particule 1 par la particule 2. La présence 
de la masse au dénominateur de cette formule montre clairement que la 
plus grande part du rayonnement est due aux électrons. On doit donc 
considérer trois types de collisions : e-e, e-o et e-i, mais nous allons montrer 
que les collisions e-e produisent une quantité négligeable de rayonnement 
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Figure 14.6 : Le bremsstrahlung e-e est négligeable dans l’approximation 
dipolaire (v < c). 


dans l'approximation dipolaire (v < c). Cela peut être déduit de la figure 
14.6, sur laquelle on a représenté l'interaction de deux électrons e1 et ez 
lors d’une collision. 

D’après les règles générales de l’émission dipolaire, on voit que les deux 
champs électriques rayonnés par e; et e2 sont perpendiculaires respec- 
tivement à eP et e2P et presque opposés ; ces deux champs s’annulent 
mutuellement pour un observateur éloigné. On peut montrer, plus préci- 
sément (voir par exemple [292]), que le rayonnement dû aux collisions e-e 
se produit seulement par une correction relativiste introduisant le rayon- 
nement quadrupolaire. Nous considérerons donc seulement deux types de 
collision : les collisions e-o que nous analysons maintenant et les collisions 
e-i qui seront traitées dans la section suivante. 


14.4.2 Bremsstrahlung électron-neutre 


La géométrie d’une collision élastique électron-neutre est présentée sur 
la figure 14.7(a). En se rappelant que le potentiel d’interaction entre un 
électron et un neutre est à court rayon d’action, on observe que lors d’une 
collision électron-neutre l’accélération a est une impulsion limitée à la sec- 
tion AB de la trajectoire et dont la durée est en ordre de grandeur : 


D 
mn = 4.41 
r~ (14.41) 


Bremsstrahlung électron-neutre 415 


(a) 


(b) (c) a(t) 


wt~1 W 
Figure 14.7 : Bremsstrahlung électron-neutre. 


(a) Trajectoire d’un électron. 
(b) Variation temporelle de a. 
(c) Transformée de Fourier de a(t). 


Cette impulsion est représentée sur la figure 14.7(b) avec sa transformée 
de Fourier sur la figure 14.7(c). On observe que le spectre rayonné est re- 
lativement plat à partir de w = 0, jusqu’à une certaine fréquence telle que 
wp/v ~ 1. On peut d’ailleurs trouver une approximation pour la distribu- 
tion spectrale dans le domaine des basses fréquences : dans cette région on 
peut approximer le terme e*t par l’unité, dans la formule (14.21), et on 
obtient : 

2 
(14.42) 


e2? 
W(w) = nd Java 


ou, pour une collision avec une vitesse initiale v et un angle de déflexion 
x: 
2 


€ 
W(v,x,w) = rs 


[Aw f? (14.43) 
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Mais on déduit aisément de la figure 14.7(a) que : 
| A? [?= [2u sin (x/2)|? = 2v?(1 — cos x) (14.44) 


formule & partir de laquelle on obtient le résultat final : 


e2 


W(x, x,w) = 3 2(1 — cos x) (14.45) 


neo” 
pour la composante de Fourier de l’énergie rayonnée lors d’une collision 
effectuée par une particule de vitesse v subissant une diffusion d’angle x. 
Calculons à présent la quantité nu ( $, V) qui est l’émissivité spectrale 
d’un électron de vitesse V (puissance moyenne rayonnée par dwdQ dans 
la direction 5°, par mode de propagation). En supposant que le plasma 
est isotrope 7, ne dépend, ni de la direction de 3°, ni de celle de v ; 
par suite cette quantité s'écrit simplement m,(v). Le nombre moyen de 
collisions effectuées par un électron par seconde dans l’angle compris entre 

x et x + dx est : 
nolo(x)2r sin xdx]v (14.46) 


La puissance moyenne rayonnée s’obtient en multipliant le résultat (14.45) 
par le nombre de collisions (14.46) et en intégrant sur x. Ce calcul intro- 
duit la section efficace de transfert de quantité de mouvement définie au 
chapitre 3 : 


olv) = ‘a o(x)(1 — cos x)27 sin xdx (14.47) 


et on obtient, pour la puissance moyenne totale rayonnée par un électron 
de vitesse v dans l'intervalle dw, le résultat : 


= zag gool) (14.48) 


Comme 7,, est défini par angle solide dQ et par mode on obtient finalement : 


To e? 


nv) = EP, (v) = D por oe 


301 (v) (14.49) 


Nous avons obtenu ce résultat en utilisant la théorie classique du rayonnement et 
non pas la théorie quantique. Pour justifier cela, on doit montrer que la puissance to- 
tale rayonnée par un électron lors d’une collision est généralement beaucoup plus petite 
que l’énergie cinétique initiale des électrons gmv?. En effet les photons émis sont alors 
d'énergie très inférieure à l'énergie cinétique de l’électron, et l’on se trouve alors dans les 
conditions du principe de correspondance entre la mécanique classique et la mécanique 
quantique. On peut aussi remarquer que le rayonnement ne modifie alors que très peu 
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la trajectoire qui est essentiellement déterminée par les champs appliqués à l’électron. 
Cela constitue le sujet du problème P14-3. 

Le bremsstrahlung électron-neutre influe d’ailleurs peu sur la dynamique d'ensemble 
des électrons dans les gaz faiblement ionisés. On peut en effet montrer que la puissance 
totale rayonnée est beaucoup plus petite que la perte de puissance due au recul des 
neutres (voir problème P14-4). Il s’agit cependant d’un effet physique intéressant du 
point de vue du diagnostic des gaz faiblement ionisés. La mesure, dans le domaine des 
micro-ondes, du spectre continu émis par les électrons lors de collisions avec les neutres 
permet d'obtenir des informations sur la température électronique et, plus généralement, 
sur la fonction de distribution des vitesses électroniques [315]. Malgré ces remarques, il 
est intéressant de chercher une correction quantique à l’émissivité spectrale ; celle-ci a 
été calculée par Holstein [247] et le résultat est cité par Bekefi [316] sous la forme : 


= gı [(e + €’)/2] 1 ñw ħw\ 1/2 
m (v) Ta Mauss TS (i = 3#) (1 — =) (14.50) 


Dans cette formule € est l'énergie initiale des électrons et e’ leur énergie finale. Ce 
résultat est tracé sur la figure 14.8. On observe que le spectre n’est pas aussi plat qu’on 


To(V}ciass 


0.2 0.4 0.6 0.8 10 ©? 


Figure 14.8 : Taux d'émission spontanée en fonction de la fréquence pour 
une collision de type sphère dure. D’après Bekefi [315, p. 77]. 


nw(v) en valeurs relatives, w en unités 2hw/mv?. 
l'avait supposé précédemment mais que lorsque w approche de zéro, le calcul quantique 


tend vers la même limite que la limite classique qui a été obtenue dans la formule 
(14.49). 
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Une dernière correction est nécessaire à cause de l'effet de dispersion du plasma. 
Les calculs présentés ci-dessus étaient basés sur des collisions binaires dans le vide, 
sans tenir compte de la réaction collective du plasma. Cela est discuté dans l’ouvrage 
de Bekefi [315] qui montre qu’en considérant l'effet de dispersion du plasma, on peut 
rattacher le résultat ci-dessus (14.49), maintenant appelé m(v)vac ou émissivité dans 
le vide, à l’émissivité spectrale dans le plasma par la relation : 


ee No 
1+ [vi (v)/w]? 


dans laquelle N est l'indice de réfraction du plasma et vı (v) = nooi(v)v la fréquence 


Nw (v) = Nw (V)vac (14.51) 


de collision pour le transfert de quantité de mouvement. 


14.5 Bremsstrahlung électron-ion (v < c) 


14.5.1 Quelques quantités fondamentales 


Le problème du rayonnement de freinage e-i est un peu plus compliqué. 
En principe, il devrait être plus simple que le précédent, car le potentiel 
exact d'interaction e-i, le potentiel de Coulomb, est connu, et Sommerfeld 
[295] effectua il y a longtemps le calcul exact du rayonnement de freinage 
émis lors d’une collision électron-ion ; cependant la transposition de ce 
calcul au cas global d’un plasma nécessite de nombreuses approximations 
qui compliquent le problème. Les meilleures références en la matière sont 
probablement les ouvrages de Bekefi [315] et Shkarofsky et al. [306]. 

Afin de mieux comprendre les différentes approximations qui seront 
faites ultérieurement, il est bon de remarquer que les principales quantités 
de base qui entrent en jeu dans ce problème sont : 


e la vitesse électronique moyenne 0 : 
mov? = 2 KT (14.52) 


e la longueur de de Broglie réduite électronique Ap : 


h h 


AB = — = (14.53) 
muy (2mKT)!/ 2 
e la distance moyenne entre les électrons de : 
de = n7"? (14.54) 
e la longueur de Landau ro : 
2 
r E (14.55) 


a ATEoKT 


Bremsstrahlung électron-ion (v < c) 419 


ə le paramètre d'impact critique po(v) : 


Ze? 


rer à (14.56) 


po(v) = 
Cette dernière quantité est la valeur du paramètre d’impact qui pro- 
duit un angle de déviation égal à 5. C’est une fonction de la vitesse 
de l’électron et pour cette raison, il est commode d'introduire sa 
moyenne : 
__ _ Zr 
Po = po(d) = —* (14.57) 
La comparaison des valeurs de ces différentes quantités permet d’introduire 
une classification des plasmas basée sur le rayonnement de freinage e — i. 
Cette classification peut être représentée sur le diagramme de la figure 
14.9 (analogue à celui de la figure 1.11) avec les coordonnées x = log ne et 
y = log T. Nous y avons tracé les droites suivantes : 


KT = mec — y=9.77; T=5.910° (CGS) (14.58) 
Ap = de — y — ca +11.35=0 (CGS) (14.59) 

AB = ro — y = 5.80; T=6.310° (CGS) (14.60) 
To = de — y — : +2.78=0 (CGS) (14.61) 

ħwp = 2KT — y — s +6.67=0 (CGS) (14.62) 


Le domaine le plus intéressant de ce diagramme est celui qui se rap- 
porte aux plasmas chauds tels que ceux étudiés dans les recherches sur la 
fusion thermonucléaire. C’est le domaine appelé (1) dans lequel règnent 
les inégalités fortes : 

ro € ÀB € de (14.63) 


ħwp < KT K mec? (14.64) 


14.5.2 Puissance totale rayonnée 


La puissance rayonnée par une paire électron-ion à un instant donné 
dépend uniquement de la distance r entre les deux particules. Elle vaut : 


P(r) = ( ae J (14.65) 


Grec \ Me4nEor? 
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Figure 14.9 : Classification des plasmas par rapport au rayonnement de 
freinage e — i. 


(1) Petits angles de diffusion dominants. 
(2) Grands angles de diffusion dominants. 
R relativistes. Q quantiques dégénérés. C corrélés. 


La puissance totale rayonnée par toutes les paires électron-ion situées à 
la distance r s'obtient en multipliant ce résultat par nen;4rr?dr. Afin 
d'obtenir, à l’aide de cette théorie classique, la puissance totale rayonnée 
par unité de volume du plasma, on multiplie la formule (14.65) par ce 
nombre de paires et on intègre le produit obtenu sur r. 


On trouve que l’intégrand varie comme 1/r?. Il ny a donc pas de 
divergence pour les grandes valeurs de r, comme il y en a dans de nombreux 
autres cas avec le potentiel de Coulomb. La divergence n'existe pas ici du 
fait de la dépendance en 1/r* de la puissance rayonnée par les particules à 
la distance r. Il semble cependant raisonnable de faire une coupure dans ce 
calcul à une valeur maximum Tmax = de, car pour de plus grandes valeurs 
de r, on a des collisions multiples, et il est clair qu’il y a une certaine 
annulation entre les champs électriques produits par les accélérations d’un 
électron donné dues à différents ions dans des directions différentes. Cette 
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coupure n'est, en aucun cas, critique car cette partie de l'intervalle n’a 
que peu d'importance dans le résultat final. Par conséquent nous ne ferons 
aucune coupure aux grandes valeurs de r. 

Par contre, aux courtes distances, le rayonnement est plus important 
et il y a une divergence pour r — 0. Cependant du point de vue de la 
mécanique quantique, il est clair que la description classique n’est pas 
valable pour r < Ag car à de telles distances la notion de trajectoire perd 
son sens, et certainement les électrons ne peuvent être considérés comme 
des particules ponctuelles pour ce type de phénomènes. Nous introduirons, 
par conséquent, une coupure à faible distance : 


Tmin = AB (14.66) 


Avec cette coupure on obtient la formule simple suivante pour la puissance 
totale émise par rayonnement de freinage e-i : 


2 \3 .72 
(2) -F( £ ) Bk L. (14.67) 
dt J sass 3 reo m2 Àg 
= 2.19 x 107 nen;Z? VT (SI) (14.68) 


Les corrections quantiques à ce résultat simple ont été étudiées par de 
nombreux auteurs (voir par exemple Bekefi [315], Griem [247], Shkarofsky 


[306]). Il est d'usage courant de les introduire à l’aide d’un coefficient, G 
le facteur de Gaunt moyen, défini par la formule suivante : 


dU dU 2a 
dt = as x Tera (14.69) 


C’est une fonction de la température électronique Te et ses variations en 
fonction de Te/Z? sont représentées sur la figure 14.10. 

Pour les hautes températures, on peut facilement en calculer une valeur 
limite à l’aide de approximation de Born : 


Gem = 23 x 1.1 (14.70) 
T 


et l’on constate sur la figure 14.10 (d’après Shkarofsky [306, p. 235]) que 
lľerreur faite en utilisant l'approximation de Born est de moins de 5 % 
pour KT > 5 keV. 


14.5.3 Dépendance spectrale 


Commençons par la théorie classique. On s'intéresse au domaine (1) de 
la figure 14.9, et il est clair que, du fait de la coupure à Ag qui est plus 
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Figure 14.10 : Facteur de Gaunt pour la puissance totale rayonnée (d’après 
Shkarofsky [306, p. 235]). 


grand que ro, on peut alors utiliser l’approximation dite des trajectoires 
rectilignes : toutes les collisions considérées seront en effet des collisions 
avec un petit angle de diffusion. On peut donc représenter une telle collision 
comme indiqué sur la figure 14.11. 

En choisissant comme origine des temps l'instant de plus courte ap- 
proche on peut alors exprimer l'accélération a à l’instant t et ses compo- 
santes a, et ay par les formules : 


Ze? 


= ——— a 14.71 

7 Anegm(p? + vt?) TD 
Ze?p 

= 14.72 

+ Anegm(p? + v?t2)3/2 2) 
Zeut 

A (14.73) 


dlk Anegm(p2 + v2t2)3/2 


On remarque maintenant que, comme pour les collisions e-o, la durée d’une 
collision est donnée en ordre de grandeur par : 


T~ piv (14.74) 
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Figure 14.11 : Approximation des trajectoires électroniques rectilignes. 


En introduisant dans la formule (14.21) les expressions de l'accélération 
indiquées ci-dessus, on peut montrer que les intégrales définies qui ap- 
paraissent peuvent être exprimées sous la forme de fonctions de Bessel 
modifiées K; [268] et le résultat est le suivant : 


2e? w? Ze \? wp 12 wp 12 

LAC (sao) (a) (2) ° [oF | ) 

(14.75) 
À l’intérieur de la dernière parenthèse il y a deux termes ; le premier, Ky, 
représente la contribution de a, et le terme Ko la contribution de ay. 

Un tracé de cette formule est montré sur la figure 14.12, et on y observe 
que W est petit pour wp/v > 1 comme on s’y attendait. On peut aussi 
obtenir une approximation pour les faibles valeurs de z = wp/v, car dans 
ce domaine on a pour les fonctions de Bessel modifiées les expressions 
suivantes : 


Kole) © In G) (14.76) 
KIS : > Ko(z) (14.77) 


de sorte que, comme le rayonnement est produit principalement par aL, 
en utilisant pour wp/v < 1 l'approximation 1/z de K on obtient : 


2e? Ze \°1 
W ~ S| Ee 14.78 
(v, pw) (53-3) Ge) p? ( ) 
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Figure 14.12 : Spectre de fréquence de l’énergie rayonnée par un électron 
de vitesse v et de paramètre d'impact p. 
Approximation des trajectoires rectilignes : d’après Bekefi [315, p. 85]. 
W(w) en unités arbitraires. 
w en unités wp/v. 


On doit maintenant intégrer (14.78) sur le paramètre d’impact p pour 
obtenir la puissance rayonnée dans la bande dw : 


P,,(v)dw = J Wow2mpap (14.79) 


Cela produit un terme In p et nous introduisons deux coupures, une coupure 
inférieure pmin et une coupure supérieure pmax. De cette façon, on obtient : 


1 - e? Ze? i 1 Pmax 
v) = — P(w) = ni | —— ——— | - In{ —— 14.80 
LA) 8r (v) ; (es) GE) v (== ( ) 
Remarquons que cette émissivité spectrale ne dépend pas de w, à l’excep- 
tion d’une lente variation dans le terme logarithmique. 
Posons-nous maintenant le problème des choix raisonnables de pin et 


Pmax. Pour pmin la situation est claire suivant la discussion du début de 
section on fait les choix suivants : 


Pmin = Ap dans la zone (1) (14.81) 
Pmin = To dans la zone (2) (14.82) 


alors que pour Pmax On doit faire une coupure, soit à de comme on l’a 
expliqué plus haut, soit 4 v/w puisque la limite des basses fréquences n’est 
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évidemment plus valable à cette dernière limite. On pose donc : 
Pmax = Min [d,,v/w] (14.83) 


en désignant ainsi la plus petite des deux quantités de etv/w. Pour discuter 
cette dernière formule, on remarque que l’on a : 


de < Vr/w SÌ Wp < w wp NY? (14.84) 
et 
de > vr/w siw > wN (14.85) 


où Np est le nombre d'électrons dans la sphère de Debye. Ces inégalités 
sont discutées dans le problème P14-4. 

Pour obtenir la distribution spectrale totale, on part de l'équation 
(14.80) et on l’intègre sur v. Pour simplifier le calcul on considère que 
le terme logarithmique est indépendant de v et l’on pose : 


InP =In (==) (14.86) 


Le paramètre I introduit ici est quelque peu semblable au paramètre A 
utilisé classiquement dans le problème des collisions coulombiennes, mais 
on n'utilise pas la même notation, car I est en général différent de A. On 
peut alors écrire pour l’émissivité spectrale totale : 


Ju = J notom? (14.87) 


On trouve finalement pour chacune des deux polarisations et pour une 
distribution maxwellienne à la température T : 


, VAT Me \1/2 
PER (za) Éd a (25e) 
92 
= 2,39 10-83 MZ” mr (S1) (14.89) 


On peut calculer la puissance totale rayonnée en intégrant sur w le résultat 
ci-dessus à partir de 0 jusqu’à une valeur maximum qui, du fait des limites 
quantiques, doit être prise égale à à KT’/h , soit : 


dU KkT/R KkT/R 
a i Pdw = 87 f judw (14.90) 
0 0 


426 Plasmas et rayonnement 


Cette méthode est quelque peu douteuse, car nombre des approximations 
faites auparavant ne sont certainement pas valables dans le domaine des 
hautes fréquences. Quoi qu’il en soit, en agissant ainsi on trouve le résultat 


suivant : 
dU dU 2 
— = | — ns 14.91 
dt sora eee 


qui n’est aprés tout pas si mauvais, comparé aux valeurs plus exactes qui 
incluent le vrai facteur de Gaunt. 


14.5.4 Effets de dispersion 


De méme que pour le bremsstrahlung e-o, on doit tenir compte de la nature dispersive 
du plasma, et suivant Bekefi [315], on obtient : 


Nw{v) = Tw(v)coll.bin. N (14.92) 


N = ©Re(k) (14.93) 
w 


Cette correction est négligeable pour w > wp et introduit une lente coupure pour 
w < wp. Le résultat exact obtenu par différents auteurs (cf. par exemple Dawson [248]) 
est présenté sur la figure 14.13 où l’on constate que les caractéristiques générales sont 
celles attendues, à l'exception d’une bosse autour de w = wp, qui est due à l’excitation 
d’oscillations de plasma. La discussion de ce phénomène sort du cadre de ce chapitre. Les 
effets de la dispersion du plasma sur le facteur de Gaunt moyen G(T,w) sont résumés 
dans le tableau 14.1 qui résume l'analyse de Bekefi [315]. Remarquons enfin qu'ils ne 
jouent qu’un petit rôle dans les plasmas thermonucléaires et leur bilan énergétique. 


Hautes températures Basses températures 


T > 8.9 x 105Z2(°K) T < 8.9 x 105Z2(°K) 


Hautes fréquences 


w > Wp 


Basses fréquences 


w < Wp 


Tableau 14.1 : Facteur de Gaunt moyen G(T, w) = (V3/m)InI . 
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Figure 14.13 : Transition des hautes fréquences (w > wp) vers les basses 
fréquences (w < wp). On aperçoit au voisinage de wp une petite bosse 
due à l'excitation d’une onde longitudinale. Le facteur de Gaunt haute 
fréquence G est donné par l’asymptote horizontale passant par l'origine. 
La droite pointillée est la valeur asymptotique basse fréquence du facteur 
de Gaunt. Dans le graphe w est maintenu constante. (D’après Heald et 
Wharton [249].). 


14.5.5 Théorie quantique 


Les corrections quantiques ont été étudiées par de nombreux auteurs et l’usage courant 
consiste à les regrouper dans un facteur de Gaunt défini par : 


e? Ze \*1f 2 
Nw (v) = Neni (aes) (E) 5 (=) G(v,w) (14.94) 


ou, en intégrant sur une fonction de distribution maxwellienne : 


ju = | nw (v) f(W dv (14.95) 


Ze me Nfr 
ne et ln _) qr, 14.96 
Jo =e (aces) (=) (=) (Tw) ( 


Un résultat exact pour G(v,w) dans le cas d’une collision unique a été donné par 
Sommerfeld [295]. Ce résultat fait intervenir une fonction hypergéométrique compliquée 
et son application aux plasmas nécessite différentes approximations dont les principales 
sont détaillées ci-dessous. 
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Domaine des basses fréquences (wpo/v < 1) 


e Faibles valeurs de T : 


G(v,w) = VE in (222) (14.97) 
T Y Po 
e Grandes valeurs de T : 
V3 2v/w 
G vy = — | =. 14.98 
(w= »( 2) (14.98) 


Sur ces formules on voit que, dans le cadre de l’approximation des basses fréquences, 
le résultat obtenu par la théorie quantique est le même que celui obtenu à partir de la 
théorie classique avec des coupures raisonnables. Le principe de correspondance entre 
la mécanique quantique et la mécanique classique s’applique, en effet, dans le cadre de 
cette approximation des basses fréquences. 


Domaine des hautes fréquences, approximation de Born Ce do- 
maine est plus compliqué et nous ne l’aborderons pas ici. Nous citons seulement les 
résultats de l’approximation de Born, qui est une bonne description dans le domaine 
(1) de la figure 14.9 car elle est essentiellement identique à l’approximation des tra- 
jectoires rectilignes, qui s’applique dans ce domaine des plasmas chauds. Avec cette 
approximation on obtient : 


3 4 
FU (=) (14.99) 
La q-q 
avec : 
A Ze? neice Ze? 

a= 4reghv’ ay Areohv' 
où les variables q et g/ correspondent aux valeurs initiales et finales de la vitesse de 
Pélectron. En intégrant sur une distribution maxwellienne des vitesses v on obtient, 
dans ce cadre de l’approximation de Born, la valeur suivante pour le facteur de Gaunt 
moyen : 


(14.100) 


G(T,w) = #3 e hw /2nT Ko (=) (14.101) 
T 2KT 
et pour les grandes valeurs de hw/kT : 
> —hw/rT 
G(T,w) ~ Ru vo (14.102) 


m (hw /KT)1/2 


Remarquons que ce résultat fait intervenir un facteur ehw/sT Ceci est une règle 
générale qu’on obtient par toutes les approximations pour hw © kT. Ce facteur ex- 
ponentiel n’est que la conséquence dans l'émission de rayonnement de la décroissance 
exponentielle de la fonction de distribution des électrons aux grandes vitesses. 


14.5.6 Longueurs d'absorption 


Dans le paragraphe précédent on a calculé la puissance émise par un vo- 
lume de plasma en supposant qu’il n’y avait pas auto-absorption de cette 
énergie par le plasma lui-même. À l’aide d'arguments très simples on peut 
trouver les limites de cette approximation. 
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a) Bremsstrahlung e-i 


Considérons une sphère de plasma de rayon R. S'il n’y a pas auto- 

absorption, l'émission de cette sphère est proportionnelle à son volume 

et donnée par : 

4nR3 aU 
an 

Si le plasma était un corps noir il rayonnerait proportionnellement à sa 

surface externe une puissance donnée par : 


Prot = 


(14.103) 


Pours = AT R? x oT* (14.104) 


Pour des raisons thermodynamiques, il est évidemment impossible que le 
plasma émette plus de puissance qu’un corps noir ; cela implique qu’en 
égalant les deux résultats ci-dessus on obtient une valeur maximum de 
R, que nous appelons lg, pour laquelle il est impossible qu'il n’y ait pas 
auto-absorption pour le bremsstrahlung. De cette fagon on obtient : 


TT/2 oe 
lg =1.2 x 10 (CGS) (14.105) 
er 


b) Rayonnement cyclotron 


Un calcul similaire n’est pas aussi simple dans le cas du rayonnement cyclotron. Ce 
rayonnement est essentiellement monochromatique autour de w = Q. Le calcul de la 
longueur d’auto-absorption pour le rayonnement cyclotron peut se faire en comparant 
ce dernier au rayonnement du corps noir seulement dans une bande de fréquences éw 
autour de la fréquence cyclotron. Cette comparaison n’aura un sens clair que si on 
connaît la largeur de la résonance cyclotron. Ce n’est pas un problème simple, comme 
on peut le constater à partir des études plus détaillées de ce problème (voir Bekefi [315] 
et Trubnikov [251]). 


14.6 Description d’un champ de 
rayonnement dans le vide 


14.6.1 Intensité spécifique et distribution photonique 
a) Description par les ondes. Intensité spécifique 


Considérons un volume de l’espace où il n’y a pas de matière, mais 
seulement du rayonnement électromagnétique. On peut analyser celui-ci 
à l’aide des méthodes de Fourier sous forme d’une superposition d’ondes 


— 
monochromatiques planes de vecteurs d'onde k et de fréquence angulaire 
w = ck = 2nv. Pour décrire le champ de rayonnement on doit spécifier 


430 Plasmas et rayonnement 


la répartition des intensités des ondes en fonction de la fréquence et de 
la direction de propagation. Considérons (Fig. 14.14) un point M(T°) de 
l’espace et une direction de propagation caractérisée par un vecteur uni- 
taire s’, un petit angle solide dQ autour de cette direction et un élément 
de surface dS perpendiculaire à 5°. 


Figure 14.14 : Intensité spécifique du rayonnement dans le vide. 


Les ondes de fréquences comprises entre v et v + dv et dont le vecteur 
— 
donde k est à l’intérieur de dQ constituent, lorsqu'elles sont limitées 
transversalement par la surface dS, ce qu’on appelle un pinceau lumineux. 
$ lar — — D : A ‘ 

Si on désigne par dP,( Tr”, $, t ) la puissance transportée par ce pinceau 
au temps t , on peut écrire le flux d'énergie correspondant (puissance par 
unité de surface) sous la forme : 


— 


dP, (T, 5, t) 
dS 


Certains auteurs utilisent, au lieu de I,, la fonction équivalente définie 
pour les fréquences angulaires : 


= I, (P, 9, t)dvdO (14.106) 


L=—hL (14.107) 


1 
2x 
De plus, on décide que v ne représente pas seulement une fréquence 
donnée, mais également un mode de propagation. Ce choix sera expliqué 
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ultérieurement lorsque nous appliquerons ce formalisme à la propagation 
des ondes dans la matière. 

D'autres auteurs choisissent de définir Z, pour une lumière dite “na- 
turelle” : dans le vide les modes normaux de propagation sont des ondes 
transverses et on peut considérer qu’il y a deux modes différents avec des 
polarisations mutuellement orthogonales, et que la lumiére naturelle est 
une superposition stochastique de ces deux modes. Pour cette raison, si on 
choisit pour J, l'intensité associée à un mode, alors l’intensité associée à 
cette lumière naturelle est obtenue par : 


I! =21, (14.108) 


b) Description photonique. Fonction de distribution photonique 


On peut également considérer le rayonnement comme un gaz de pho- 
tons auquel s’applique le formalisme de la théorie cinétique des particules 
matérielles en commençant par introduire une fonction de distribution des 
vitesses. Bien entendu, un photon n’est pas caractérisé par sa vitesse mais 
par sa quantité de mouvement : 


h 
T= Zp (14.109) 
On décrit donc la distribution de photons dans un espace de coordonnées 
T, en appelant dr dg un élément de volume de cet espace, avec : 


3 
dq = q?dqdQ = (2) v?dvdQ (14.110) 


Si dNg est le nombre de photons dans un élément de volume dr dq on 
pose : 
dNe = f,(T, Tt) dr dq (14.111) 


La fonction f, est appelée fonction de distribution photonique?. 


c) Relation entre 1, et f, 


Les deux définitions (14.106) et (14.111) font appel à deux descriptions 
complémentaires du champ électromagnétique : I, est à rapprocher de 
Paspect ondulatoire et f, de l’aspect particulaire. Ces deux descriptions 


2. Le photon n'étant pas localisable, l'introduction de f,(7’, q’, t) est un artifice pour 
représenter une distribution d’énergie et de quantité de mouvement, avec un formalisme 
analogue à celui utilisé pour les particules matérielles. 
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sont essentiellement équivalentes dans le vide, en dehors de quelques pro- 
blèmes de cohérence qu'on néglige ici. Nous allons maintenant établir une 
relation entre J, et f, et considérer l'introduction de f, comme un artifice 
de calcul. La densité spatiale de photons de fréquence comprise entre v et 
v + dv et dont la direction est à l’intérieur de dQ peut s’écrire : 


3 
fdg =f. (2) v?dvdQ (14.112) 


Pour obtenir le flux d'énergie correspondant on doit multiplier cette densité 
par la vitesse de la lumière c et par l’énergie du photon hv ; on obtient 
alors l’équation : 


dP (T, 80). , h'v’ 


ds = fy 2 dvd (14.113) 
ou finalement, en comparant à (14.106) : 
he 

l, = av fo (14.114) 


d) Taux d’occupation des états quantiques 


On peut aussi introduire l’idée d’états quantiques du champ électromagné- 
tique et définir une nouvelle quantité appelée le taux d’occupation des états 
quantiques. On définit simplement les états quantiques du rayonnement à 
partir de la théorie classique des cavités résonnantes électromagnétiques. 
On montre dans les ouvrages d’élecromagnétisme ou d’optique (cf. [245]) 
qu’une cavité résonnante de dimensions bien plus grande que les longueurs 
d’ondes considérées possède un très grand nombre de modes de résonance 
et que plus précisément la densité des modes (nombre de modes par unité 
de volume dr et par intervalle de fréquence dy au voisinage de v) est : 


M(v) = 4nv?/c? (14.115) 


pour chaque mode de polarisation. En introduisant la quantité de mou- 
vement 7 = hy/c’s’ d’un photon on peut définir un espace des phases 
P, 7. A chaque élément de volume dr dq de cet espace correspond un 


nombre de modes : 
dN = M(v)dv dr = dr dg/hÿ (14.116) 


On peut donc par la pensée diviser l’espace des phases en cellules de volume 
h3, et considérer qu’à chacune d’entre elles est associé un état quantique 


Description d’un champ de rayonnement dans le vide 433 


du rayonnement pour chaque mode de propagation. Le nombre de photons 
se trouvant dans un de ces états quantiques s'écrit alors : 


2 

Ty = hf, = = a (14.117) 

C’est le taux d’occupation des états quantiques. Comme les photons sont 

des bosons, 7, peut prendre n’importe quelle valeur ; il peut, en particulier, 

être plus grand que l'unité. On montrera dans la section 14.8 [cf. (14.214)] 

que lorsque 7, >> 1 les processus d’émission stimulée sont dominants et 
que c’est la transition vers la description classique du rayonnement. 


14.6.2 Quantités macroscopiques associées 
au rayonnement 


De même que pour les particules matérielles, on peut définir la densité 
et le flux de trois quantités, à savoir le nombre de photons, leur quantité 
de mouvement et leur énergie. Ces quantités peuvent être définies pour un 
petit domaine de fréquence entre v et v + dy ; on les appelle alors les quan- 
tités spectrales. Si on intègre ensuite sur v, on obtient les densités ou les 
flux totaux, qui sont les variables hydrodynamiques décrivant l’état du gaz 
de photons. Nous n’avons pas utilisé les quantités spectrales intermédiaires 
dans la théorie cinétique des particules matérielles, mais dans le cas des 
photons elles sont très utiles. La table de toutes ces grandeurs est : 


Quantités spectrales 
Densité de photons n, (T? CL Les we : wf dQ (14.118) 
Flux de photons T (P,t)= fh dQ (14.119) 
Densité de quantité de mouvement G(T, t F5 f FI dQ (14.120) 
Flux de quantité de mouvement T, (7, Je. | es 1,4N(14.121) 
Densité d'énergie U,(T”,t)= tfa dQ (14.122) 


Flux d'énergie S,(7, t)= I SI AdQ (14.123) 
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Quantités globales 


Densité de photons nP, )= f f,dq = frewa 
Flux de photons J(7’, )=e f 5 f,dq (14.125) 

ae ae SF h 4 
Densité de quantité de mouvement G (T = vs f,dq (14.126) 
Flux de quantité de mouvement T(P, t)=h f vs’ 3 fudg (14.127) 
Densité d'énergie U (T ,t)=h J vf,dq (14.128) 


Flux d'énergie S (F ,t)=hc Î vs f,dq (14.129) 
Notons les identités suivantes : 
= 27 
Sy = ÁG, (14.130) 
— > 
G 


(14.131) 
On n’a pas utilisé d’indices pour les quantités globales ; en cas d’ambiguité 
avec les mêmes quantités pour les particules matérielles, nous utiliserions 
alors l’indice y pour les photons. 

Il est souvent utile de diviser le champ de rayonnement en deux moitiés 
en considérant en un point de l’espace un petit élément de surface dS 
perpendiculaire à une direction donnée s’, et les deux groupes de photons 
traversant dS et dans le sens + du vecteur 5° ou dans le sens — opposé 
(Fig. 14.15). 

Si on appelle J,,( 5) et J,_(s’) les valeurs absolues des flux par- 
tiels produits par ces deux groupes de photons, alors ces deux quantités 
dépendent, en général, de la direction de 5° par rapport au vecteur de flux 


23 
net J, et sont liés à ce dernier par l'équation : 


=> 


JAC?) =e) = 8 +d (14.132) 
Ces flux partiels interviennent dans l'interaction avec une paroi ou dans le 


flux à travers un petit trou dans celle-ci (voir encore Fig. 14.15). 


14.6.3 Anisotropies de /,. Champs de 
rayonnement isotrope 


Afin de décrire la dépendance de F, avec la direction S il est commode d’en 
faire un développement en harmoniques sphériques, comme nous l’avons 
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Figure 14.15 : Demi-flux J,,, , Ju- et vecteur flux J. 


fait au chapitre 12 pour une fonction de distribution de vitesses. Ce for- 
malisme est développé dans l’appendice A14-1 ainsi que les formules per- 
mettant de relier les quantités hydrodynamiques aux coefficients des ani- 
sotropies. 


a) Cas isotrope 


Si on suppose que le champ de rayonnement est isotrope, alors linten- 
“ae À . — : . . 
sité spécifique J, est une fonction de v, T’ et t mais pas de la direction 
du vecteur “s’. Dans le développement en harmoniques sphériques on a 
@],Q9.... = 0 et on obtient alors aisément les formules suivantes pour les 

premiers moments de J, : 


An 
TEE 14.133 
E hve ( ) 
= 4 U, 
T, = z Jvué = vð (14.134) 
Er (14.135) 
€ 
— = = 
I, =G,=5,=0 (14.136) 


Dans le cas d’un champ isotrope, les flux partiels sont utiles et sont donnés 
par les formules suivantes : 


ARRET = 5 L (14.137) 
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“Il 
G4=G-=51 (14.138) 
Su4=S-=th = U, (14.139) 


Notons que ces dernières formules sont souvent établies dans les ou- 
vrages classiques de thermodynamique à propos de l'intensité spectrale du 
rayonnement du corps noir. Comme on le voit ici, elles sont en fait des 
propriétés de n'importe quel champ isotrope. 


b) Champ de rayonnement d’équilibre thermodynamique 


Le rayonnement d’équilibre thermodynamique est donné par la célèbre 
formule de Planck? : 
hv 1 


I, = Bo(T) = “2 ehvieT —] 


(14.140) 


La fonction de distribution et les taux d’occupation des états quantiques 
correspondants sont : 


1 1 
fo = 53 Fale =: a) 
1 
Ty = TT 19) 


On voit que 7, — 0 pour hv >> KT (photons suprathermiques) alors que 
Ty — co pour hy < KT (photons infrathermiques). Finalement on peut 
calculer la densité totale de photons, la densité totale d’énergie et le flux 
partiel total d’énergie à l’aide des formules suivantes : 


KT\? [© 22 da 3 
8x (5) f a] = AT 
K\3 7 

A = 2.404 x 8m (=) = 2.029107 (SI) (14.143) 


4 poo 3 
U = 8 (xT) f x° dx aT! 
0 


n 


á (he)? ee —1 
åo 16 
a= = = 7.57 10 (SI) (14.144) 
S4 = ŞU = oTt 
2 7K! 2% 


3. Suivant les remarques faites au début de cette section, nous écrivons la formule de 
Planck sans le facteur 2. Ce dernier est souvent introduit par les auteurs qui préfèrent 
définir l’intensité spécifique pour une lumière naturelle incluant les deux modes de 
propagation. 
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où o est la constante de Stephan. 


Photon moyen Il y a au moins trois façons différentes de définir un 
photon thermique moyen, à savoir : 
- photon d'énergie moyenne : 


hv = U/n = 2.70 kT (14.146) 
- photon correspondant au maximum de n,: 
hv = 1.59 kT (14.147) 
- photon correspondant au maximum de U, ou I,: 
hy = 2.82 kT (14.148) 


Considérant que ces résultats sont à peu près identiques, nous pren- 
drons comme définition du photon moyen d'équilibre thermodynamique 
la valeur : 

hv = 2kT (14.149) 


14.7 Description d’un champ de 
rayonnement dans un plasma 


14.7.1 Microchamps et macrochamps 


À l'échelle microscopique le champ électromagnétique dans un plasma à 
une structure très compliquée ; chaque particule chargée peut être con- 
sidérée comme une singularité ponctuelle où les champs tendent vers 
l'infini ; entre les particules existe un champ électromagnétique fini mais 
qui fluctue continuellement à cause de l’agitation thermique des particules. 
Ce champ microscopique peut avoir des effets mesurables : par exemple, 
c’est lui qui détermine l'élargissement par effet Stark statistique des raies 
émises par un atome ou un ion immergé dans le plasma. 

Cependant, la plupart du temps on ne s'intéresse pas à ce champ micro- 
scopique très compliqué, mais plutôt à des champs macroscopiques moyens 


=> => 
E et B qui sont par définition les solutions des équations de Maxwell 
macroscopiques : 


B aE 

e5 
a PE | 14.150 
or € x T ( ) 


V. E = ple (14.151) 
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Ces équations sont macroscopiques car les densités de charge p et de 


courant J qui y apparaissent sont des valeurs moyennes calculées sur 
la distribution de charges ponctuelles en mouvement. Ces densités sont 
des fonctions continues de la position et du temps ; leur utilisation revient 
a remplacer le plasma composé de particules ponctuelles par un mélange 
de deux fluides continus de charges électriques négatives et positives. 


14.7.2 Ondes dans un plasma homogène 


La théorie des ondes dans un plasma homogène a été esquissée au chapi- 
tre 1. Elle est basée sur la relation de dispersion (cf. paragraphe 1.7) : 


5 

D(k,w) = 0 (14.152) 
— 

Les solutions réelles k(w) de cette équation sont les modes de propaga- 

tion. Ce sont des ondes macroscopiques et ainsi la notion de photons dis- 

parait complétement. On peut cependant discuter des propriétés hydrody- 

namiques de ces ondes en introduisant les flux d’énergie et de quantité de 

mouvement qui leur sont associés. La vitesse d’énergie est définie par la 

relation : 

aay flux d'énergie moyen associé à l’onde 


= ——— 2 14.153 
Le densité d'énergie moyenne associée à l’onde ) 


Il est parfois délicat de calculer Ÿ, mais heureusement, dans la plupart 
des cas (ondes de faible atténuation), la vitesse d'énergie est égale à la 
vitesse de groupe Ws donnée par la relation : 


pet ne oe + eg 
Ok z 


ee 
CI ” Əky 

et ainsi le problème se simplifie car, comme on le voit dans cette formule, 

on peut calculer la vitesse de groupe à partir de l'équation de dispersion 

(14.152). 


(14.154) 


14.7.3 Plasmas faiblement inhomogènes 


On dira qu’un plasma est faiblement inhomogène lorsque les dérivées spa- 
tiales et temporelles des quantités définissant le plasma sont suffisamment 
petites, de sorte que les inégalités 0A/Or < kA et GA/Ot € wA sont 
vérifiées pour n’importe quelle quantité A dans le plasma. Les ondes se 
propagent alors en chaque point du plasma comme si celui-ci était ho- 
mogène, mais leurs propriétés varient lentement lorsqu’elles traversent le 
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plasma. Ce sont les conditions de l’approximation dite de WKB. On peut 
donc écrire en chaque point du plasma une équation de dispersion locale : 


D(E ,w, T)=0 (14.155) 


et pour chaque mode de propagation une vitesse de phase : 


E 
aN w 
Eed E 14.156 
dam ( ) 
et une vitesse de groupe : 

— Ow ead 

v = | > (F constant) (14.157) 

Ok] T 


Chaque mode change progressivement pendant qu'il se propage au sein du 
plasma, mais il conserve son individualité et l’énergie qu’il transporte est 
conservée. Il est intéressant de considérer la ligne de force de vj. C’est ce 
qu'on appelle le rayon lumineux. On peut alors définir l'intensité spécifique 
associée à un pinceau de rayons par la formule : 


dP, (T, ms t) = 
ds g 


qui est exactement la même que (14.106) à la différence qu’il s’agit main- 
tenant d’un mode variant lentement et que le petit angle solide dQ se réfère 


LUF, 8, t)dv dQ (14.158) 


=> 
à un pinceau de rayons lumineux et non pas de vecteurs k. 


14.7.4 Grandeurs hydrodynamiques radiatives 


À partir des remarques précédentes on peut alors définir les grandeurs hydrodynamiques 
associées à un champ de rayonnement. Cela ne peut être fait pour le nombre de photons 
car ceux-ci ont complètement disparu (nv, Je n'ont aucune signification). En ce qui 
concerne l'énergie, la situation est simple : les formules dans le vide peuvent être utilisées 
à condition d'y remplacer c par vg. Quelques problèmes se posent par contre pour la 
densité et le flux de quantité de mouvement, car il n’existe pas de relation simple entre 
Ug et vy. Ce point a été analysé en détail par Bers (cf. par exemple [361]). 


14.7.5 Plasma à l’équilibre thermodynamique 


Bekefi a montré qu’à l'équilibre thermodynamique l'intensité spécifique 
dans un plasma est donnée par la formule : 


LS) = Bu, T) = [IN (8)? B(T) (14.159) 
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dans laquelle N, est un indice de réfraction des rayons (Bekefi [315, p. 32]), 
quelque peu différent de l'indice de réfraction habituel N. Dans un plasma 
isotrope on a en fait N, = N. Mais plus généralement, l’expression de N, 
dans un plasma magnétisé est donnée par Bekefi sous les formes : 


2 dO, Ok 
N (S) = |N?—=k — | 
| (3 )| NOTER vg (2) (14.160) 
2 | N? sin @(1 + A?)}/2 
MORE ee (14.161) 
ð | cos@+Asin6 
08 | (14A2)1/2 | 
= => 
où 0 est l'angle entre k et B, et 
1 (ON 
A= N (S). (14.162) 
La densité d’énergie à la fréquence v devient alors : 
U, = f 2|/ Ok 
= —— | cN* || — : 
U, 7 c Ba): dk (14.163) 


Dans le cas d’un plasma isotrope où B = 0 les formules se simplifient et 
l’on a alors : 


I, = N?Ba (T) (14.164) 
3 
C 
= ——— Up v T . 
U, T aT) (14.165) 


14.8 Transfert radiatif dans un plasma 


14.8.1 L’équation de transfert 
a) Bilan énergétique dans un pinceau lumineux 


Dans un plasma faiblement inhomogène considérons un pinceau de lumière 
d’angle solide dQ; arrivant sous l’angle d’incidence £; sur un petit élément 
de volume ayant la forme d’un cylindre aplati (Fig. 14.16). À cause de 
Vinhomogénéité du milieu, le pinceau émergera de la face arrière de la 
boîte sous un angle £& légèrement différent de € et dans l'angle solide 
dQ2. On peut écrire le bilan d’énergie relatif à ce pinceau lumineux sous 
la forme : 


(Puissance émergente) — (Puissance incidente) 
= (Puissance introduite par le plasma dans le pinceau) 
— (Puissance ôtée au pinceau par le plasma). 
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Figure 14.16 : Rayonnements traversant un petit volume de plasma. 


Si on appelle ces quatre termes P2, P;, P}, et P_,on a: 
P — P = P - P- (14.166) 


Évaluons chacun de ces termes en appelant da la surface de base du petit 
élément de volume et ds la longueur parcourue par le pinceau dans celui-ci. 
Pour un rayon moyen on a: 


P, = I, da cos€, dv dQ, (14.167) 

P = (I, + dI,) da cos & dv dQ (14.168) 
P, = J,(da ds cos€) dv dQ (14.169) 
P_ = (K,„ds)(I, da cos€ dv dQ) (14.170) 


Les indices 1 et 2 pour les variables € et dQ n’ont pas été utilisés dans les 
deux derniers termes, car on a seulement besoin de la valeur moyenne de 
ces quantités le long du pinceau à l’intérieur de l’élément de volume. Les 
coefficients J, et K, représentent l'effet de la matière sur le petit faisceau 
qui s’y propage. J, est appelé coefficient d'injection et K, coefficient 
d'extraction. On utilisera aussi l’inverse de K,,, lp = 1/K, qui est le libre 
parcours moyen d’un photon de fréquence v. En principe J, et K, in- 
cluent les effets de la diffusion comme il est montré sur la figure 14.17, où 
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Von observe l'effet de la diffusion entrante (trajectoire 1’ 2) provenant de 
faisceaux de direction initiale 1’ différente de celle du faisceau initial 1, et 
de la diffusion sortante (trajectoire 1 2’), où le rayon sort dans la direction 
2’ différente de la direction finale 2. 


Figure 14.17 : Effets de la diffusion dans le transfert radiatif. 


Le rayon 1’ — 2 contribue à P}. 
Le rayon 1 ~ 2’ contribue à P_. 


Il est donc commode d’écrire ces deux coefficients sous la forme : 
Jy = Ju + 0v4 (14.171) 
Ky = ky + oy— (14.172) 


A présent 7, est le coefficient d'émission qui, comme nous l’allons voir, 
inclut l’émission spontanée et l'émission stimulée. x, est le coefficient 
d'absorption alors que 6,1 et op- sont respectivement les coefficients 
de diffusion entrante et sortante. Remarquons qu'il n’est pas toujours sim- 
ple de faire une séparation nette entre les deux types de phénomènes. Afin 
d'exprimer la différence Pz — P) on doit comparer cosé1d{1 et cos€gdQ2. 
Si le milieu était isotrope, il découlerait de la loi classique de la réfraction 
qui s’écrit le long d’un rayon sous la forme : 


N sin € = Cte (14.173) 
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un résultat classique de l'optique géométrique : 
N?da cos£ dQ = Cte (14.174) 


connu sous le nom d’équation de conservation de l’étendue des faisceaux 
lumineux [244, p. 48] [245]. Dans un plasma isotrope ce résultat peut être 
généralisé en introduisant l'indice de réfraction des rayons lumineux, noté 
N,. L'intérêt principal de l’utilisation de cette quantité réside dans le fait 
que l’on a: 


N? da cos£ dQ = Cte (14.175) 
On obtient alors : 
P, — P, = dl, da cosé dv dQ] (14.176) 
= (N? da cos dy dQ) LA (<3) ds (14.177) 
ds \ N2 


et finalement, en rapprochant les formules (14.169), (14.170) et (14.177), 
on obtient l’équation définitive : 


d {I 
D Poire] (greet A een = 
Ne ( 5) ES ae (14.178) 


connue sous le nom d’équation de transfert du rayonnement. 


b) Profondeur optique et fonction source 


Il est d'usage d'introduire de nouvelles variables dans l’équation (14.178), 
à savoir la profondeur optique z, définie par : 


dz, = K,ds (14.179) 


et la fonction source S, définie par : 
Ss = —— (14.180) 


La première est de toute évidence en rapport avec l’atténuation le long 
d’un rayon ; la signification de la fonction source sera clarifiée dans le 
paragraphe suivant. Avec ces nouvelles variables l'équation de transfert 


s'écrit 
d 1, Ty 
—(4)j)=—4-S, 14.181 

dzy (45) N2 2 ee} 
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c) Intégration formelle de l’équation du transfert radiatif 


Considérons le cas de la figure 14.18, où l’on suit un rayon qui entre dans 
un volume de plasma en A, en sort en B, et supposons qu’à l'extérieur 
de ce volume il n’y ait que du vide. Ainsi N, approche de l’unité à la 
surface du plasma et si l’on néglige les éventuels phénomènes de réflexion 
à l'interface vide/plasma alors l'équation (14.181) s'intègre aisément, et on 
obtient : 


ZA 
I(B) = 1,(A}e 74 +f S,(z)e *d2, (14.182) 


vide 


plasmas 


Figure 14.18 : Intégration formelle de l’équation de transfert le long d’un 
rayon. 


Dans cette équation le point de sortie B est choisi comme origine des 
profondeurs optiques, et 2, est la profondeur optique d’un point M le long 
du chemin AB. Cette formule a une signification physique claire : linten- 
sité en B est égale à l’intensité au point d’entrée À atténuée par le facteur 
de transmission e~*4, mais augmentée par le rayonnement introduit en 
chaque point M du chemin, atténué ensuite par le facteur variable e~*”. 
Le fait que le rayonnement qui a son origine au point M soit proportionnel 
à S, explique l’appellation de fonction source donnée à cette quantité. 
Notons que l'intégration de l’équation de transfert effectuée en (14.182) 
est purement formelle et quelque peu trompeuse. En effet, si la diffusion 
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apporte des contributions à J, et K,,, alors S,{z,) dans (14.182) dépend de 
I, ; en d’autres termes, on a seulement transformé l’équation différentielle 
(14.181) en l'équation intégrale (14.182). De plus, cette dernière est com- 
pliquée en ce sens qu’elle est non locale par rapport aux angles ; on veut 
dire par là que les valeurs de 1,, qui apparaissent dans S, au point M, 
sont reliées à d’autres directions que celles du rayon considéré en M. 

Cependant dans de nombreux cas on peut négliger la diffusion (voir 
par exemple la section 14.9 lorsque le bremsstrahlung est dominant). Dans 
ce cas S, devient une propriété locale du milieu, dépendant seulement des 
propriétés de la matière au point M. Dans ces conditions, il est d’usage 
d'introduire une température T, en posant : 


Sy = Ba (T,) (14.183) 


T, est appelée la température de rayonnement pour la fréquence v. Utili- 
sant la définition (14.180) de S,, on peut écrire : 


jul ty = N? Bo (To) = B,(T,) (14.184) 


On peut dire que 7, est une température équivalente telle que le rapport 
jv/K,y est celui donné par la loi de Kirchhoff pour T = T,. 


14.8.2 Théorie cinétique et hydrodynamique des 
photons 


a) Limite haute fréquence. Equation de Boltzmann des photons 


On doit maintenant remarquer que dans le transfert de rayonnement, la 
matiére joue deux roles différents : 

e La matière est à l’origine de l’apparition d’un indice de réfraction 
N,, éventuellement différent de l’unité, variable dans le temps et dans 
l'espace. Les effets de réfraction qui sont essentiellement macroscopiques 
gouvernent le phénomène de propagation des ondes et sont représentés par 
N, au premier membre de l’équation (14.178). 

e La matière crée, annihile et diffuse du rayonnement par interactions 
microscopiques avec les constituants atomiques du milieu. Ces effets sont 
représentés par le second membre de l'équation (14.178) et les photons 
sont évidemment nécessaires à leur description détaillée. Il est intéressant 
d'étudier la limite des hautes fréquences définie par la condition que w 
soit beaucoup plus grand que toutes les fréquences jouant un rôle dans la 
propagation des ondes dans le plasma, c’est-à-dire : 


W D Wp, 2 (14.185) 
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À cette limite haute fréquence l’indice de réfraction (Vhabituel N, ou N,) 
vaut l’unité : 


N=N,=1 (14.186) 
et l’équation de transfert se simplifie en : 
dl, 


On peut alors passer de la description lagrangienne de l'équation 
(14.187), dans laquelle on suit la variation de J, le long d’un rayon, à la 
description eulérienne où l’on fait la même chose en considérant I, comme 
une fonction de 7° et t, et en écrivant la dérivée totale (correspondant à 
la vitesse c dans la direction +) sous la forme : 


d 1 10 ,„ à 


Aa d zo +5: = (14.188) 
L’équation de transfert devient alors : 
10L, 
=- ++. = J,- K,I, (14.189) 


8 

c Ot or 
Cependant puisque N, = 1, on doit considérer que la lumière se propage 
essentiellement dans le vide et l’on peut alors utiliser l’équivalence de T, 


et de la fonction de distribution photonique f,, comme on l’a établi pour 
le vide dans la section 14.6. En posant donc : 


hiv 
fr Ta lv (14.190) 
on obtient l’équation d’évolution pour f, sous la forme : 
Off — Əfv 
En +cs = Cfo) (14.191) 


C’est l'équation de Boltzmann pour les photons. Les deux seules diffé- 
rences entre cette équation et léquation habituelle relative à la matière 
sont l’absence de terme de force appliquée au premier membre (il n’y a 
pas de forces agissant sur les photons) et l'écriture non explicite du terme 
de collisions au second membre sous la forme : 


3 
C 
Cf.) = ha’ z cK fy (14.192) 


Comme on l’a vu plus haut J, et K, incluent des termes d’émission- 
absorption à peu près analogues aux collisions inélastiques. Pour les termes 
de diffusion qui ressemblent aux collisions élastiques, C(f,) peut être écrit 
sous la forme d’une intégrale de Boltzmann classique (cf. (14.201) ou {252]). 
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b) Équations hydrodynamiques pour les photons 


Partant de l’équation de Boltzmann on peut obtenir les équations hydrody- 
namiques relatives aux photons à l’aide de la même méthode “régressive” 
qu'au chapitre 9. 


Équations d'énergie Pour obtenir l’équation de transfert d'énergie 
spectrale on intègre simplement l’équation de transfert sur les angles, et 
pour le transfert d'énergie global on effectue une seconde intégration sur 
v. on obtient ainsi : 

e l'équation spectrale : 


OU, -> 

. = 14. 
En +V:-S,=Ss, (14.193) 
= fo — K,I,)dQ (14.194) 

e léquation globale : 

SU Er (14.195) 

at E ' 
s= fo dv (14.196) 


Équations de la quantité de mouvement En multipliant par 
3, avant d'effectuer les intégrations et utilisant les identités (14.130) et 
(14.131) on obtient de même : 

e l'équation spectrale : 


1 OS, = > 

= =P 14.197 

c? Ot La ) 

P= 7 SJ — KL) ao (14.198) 
e l'équation globale : 

105 = 3 

EE T= 14.1 

a tV T=P (14.199) 
= ~ 
Pa Î P dv (14.200) 


Ces équations de l’hydrodynamique radiative sont en principe plus simples 
à résoudre que l'équation de transfert. Cependant, pour les utiliser, de 
même que dans le cas des particules matérielles, deux problèmes doivent 
être résolus : 


448 Plasmas et rayonnement 


- évaluer les termes de collisions s, et P, 
- trouver des méthodes d’approximation pour fermer le système (il y a 
plus d’inconnues que d'équations). 


14.8.3 Analyse des termes collisionnels des photons 
a) Diffusion 


Rappelons tout d’abord que dans un gaz froid la diffusion peut être due 
au processus de Rayleigh (collisions élastiques hv-o) ou à la diffusion 
résonnante (hv + A => A* = hv + A un processus en deux étapes, cf. [250] 
pour une discussion complète). Dans un plasma suffisamment chaud, il 
n’existe plus d’atomes et le processus de diffusion est le processus Comp- 
ton (collisions élastiques hv-e). 

La contribution de la diffusion Compton au terme de collisions de 
(14.191) peut être décrite à l’aide d’une intégrale de Boltzmann : 


C(f.) = f AE A (14.201) 


Si les photons ne sont pas trop énergétiques (hv < Mec?), ce qui est le cas 
pour des photons thermiques (hv ~ 2kT) dans un plasma non relativiste 
(KT < mec’), alors le modèle de Lorentz s'applique, les électrons devenant 
maintenant les particules lourdes, et C(f,) s'écrit : 


If) = nec I Uf, fo)e (x) Q (14.202) 


Dans ce cas limite la section efficace de Compton se réduit à sa limite basse 
énergie, la section efficace de Thomson : 


2 
a(x) = (1 + cos? x) (14.203) 


La validité de ces formules et les propriétés de cet opérateur de collisions 
sont discutées dans le probleme P14-5. Remarquons également que la for- 
mule (14.201) doit étre corrigée par des termes de statistique quantique re- 
latifs à la diffusion Compton stimulée (voir problème P14-6). Nous arrêtons 
ici notre discussion des termes collisionnels liés à la diffusion, car dans la 
plupart des cas celle-ci est négligeable ; nous discuterons de l'importance 
de la diffusion Compton dans les plasmas chauds dans la section 14.9. 
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b) Émission-absorption (transitions lié-lié) 
En négligeant la diffusion, on a : 


J, =j, (14.204) 


Ky = ty (14.205) 


Etudions alors l'émission et absorption de lumière associées aux tran- 
sitions entre deux états d’une particule matérielle dans le plasma. On doit, 
en principe, considérer trois types de transitions : lié-lié, lié-libre, libre-libre 
(Fig. 14.19). 


s 1 32 
o p l i 
hv 
v 3 mv2 
b E, 
D 
a E, 


Figure 14.19 : Transitions lié-lié et libre-libre. 


Pour simplifier l'analyse nous discuterons tout d’abord seulement le 
cas des transitions lié-lié entre un état inférieur a d'énergie Ea et un état 
supérieur b d'énergie Ey, (Fig. 14.19) sans aucune discussion des profils 
de raies. Le cas des transitions libre-libre est discuté dans le paragraphe 
suivant. [l existe trois mécanismes fondamentaux d'interaction entre les 
photons et les états a et b : 

- émission spontanée de b vers a contribuant à jv, 

- absorption de a vers b avec un coefficient Kya, 

- émission stimulée de b vers a avec un coefficient Kys- 

De ces deux derniers processus inverses résulte le coefficient d’absorption 
apparente : 
Ky = Kya — Kus (14.206) 
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Les trois coefficients jy, Kya et Kys relatifs à une transition donnée ne sont 
pas indépendants ; ils sont reliés par les règles d’Einstein que nous rap- 
pelons ici en utilisant un formalisme heuristique simple de section efficace. 
Le coefficient d’absorption de photons d'énergie hy peut être écrit sous la 
forme : 


a= > nada (14.207) 


avec : 
hv = Ey ~ En (14.208) 


où le E est étendu à tous les couples de niveaux d’énergie tels que la relation 
(14.208) soit vérifiée, et où n, est la densité des absorbeurs initialement 
dans l’état a. En réalité les niveaux ne sont pas infiniments étroits et Cab 
est une fonction de v, positive dans les limites du profil de la raie. On ne 
considère ici qu’une valeur efficace og, obtenue par une moyenne appropriée 
sur le profil de la raie. De façon similaire, le coefficient d'émission stimulée 
peut être écrit sous la forme : 


Kus = Ý Nba (14.209) 


Pour des raisons quantiques, les sections efficaces Cab et Cba des deux pro- 
cessus inverses ab sont essentiellement identiques. De façon plus spéci- 
fique, on doit tenir compte des multiplicités ga et gẹ des deux états a et b, 
et on obtient la relation : 


Fab Ja = Tba Jb (14.210) 


connue sous le nom de principe de microréversibilité. En utilisant cette 
relation et en regroupant Kya et Kys on obtient : 


Nef Gb 
= 2 etes (1 D a | (14.211) 


A ce point de la discussion, il est commode de caractériser les popula- 
tions relatives des deux niveaux a et b dans le milieu par une température 
Tab définie par : 


(=) / (=) = exp|-(Es — Ea)/#Tap] = e7PY/*T (14.212) 


appelée température de Boltzmann relative aux états a et b. Le coefficient 
d’absorption s’écrit alors : 


kv = D> Ma oan (1 y SN) (14.213) 
ab 
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Notons que x, est toujours plus petit que Kpa à cause de l'émission 
stimulée. Habituellement, le niveau supérieur b est moins peuplé que le 
niveau bas a ; ainsi la compensation de Kya par Kys est seulement partielle 
et le x, résultant est toujours positif. Dans un milieu “laser” il y a au con- 
traire une inversion de population qui fait que Kys > Kva et en conséquence 
Ky <0; cela signifie que le milieu amplifie la lumière de fréquence v. 

Il existe une deuxiéme loi d’Einstein qui se rapporte aux deux procédés 
d’émission : elle peut s’écrire schématiquement : 


Emission spontanée Emission stimulée Emission totale 
1 Ty 1 + Ty 


(14.214) 


Cette relation s’applique à l’équation (14.192) écrite dans l’espace des 
phases, ce qui donne : 


3 CKusfv 
nS 14.215 
has À T ( ) 
ou, en utilisant la définition (14.117) de 7,, et (14.213) 
hè hv? = 
js ee g b Maoa mini (14216) 
a 


S’il y a seulement une transition satisfaisant (14.208), on obtient en com- 
binant (14.213) et (14.216), 


jv = Ky Bov(Tab) (14.217) 


Cela montre que la température de Boltzmann Ts est aussi la température 
de rayonnement pour laquelle le milieu suit la loi de Kirchhoff. 


c) Emission-absorption (transitions libre-libre) 


Pour des transitions entre deux états a et b qui sont tous les deux dans le spectre continu 
des niveaux (transitions libre-libre), les formules doivent être légèrement modifiées. C’est 
le cas, par exemple, du bremsstrahlung. Les formules pour le spectre continu émis 
et absorbé par les électrons libres ont été discutées par Bekefi [315]. Il a utilisé les 
coefficients radiatifs spectraux dépendant de la vitesse : 


Nva(v ) coefficient d'absorption des électrons de vitesse w 
hus T) coefficient d'émission stimulée des électrons de vitesse a 
nT) coefficient d’émission spontanée des électrons de vitesse ma 
avec : 

hy = smu z sm (14.218) 
Les coefficients ci-dessus sont des valeurs moyennes rapportées 4 un électron, et les 
coefficients globaux sont donc : 


re= | Nal vw’) f(w)dv (14.219) 
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r= f ms (TSIT de! (14.220) 


P / (OFT av! (14.221) 


Les relations d’Einstein permettent d’exprimer les trois coefficients spectraux de 
rayonnement en fonction d’un seul d’entre eux. Dans ce cas des transitions d’électrons 
libre-libre, il est aisé d’utiliser comme coefficient de base le coefficient d’émission spon- 
tanée qui peut étre calculé par les méthodes développées dans la section 14.2 ; on obtient 
ainsi : 

net E = La +! =>) gy! ! 
Ky = Kya — Kus = N2hv3 fm T) FX Ido’ (14.222) 
Si la distribution des vitesses des électrons est maxwellienne on montre aisément que : 


2 = N?Bo (T) = BLT) (14.223) 

Kv 
ce qui est la loi de Kirchhoff. Pour que cette loi soit valable dans un plasma, il suffit 
que sa fonction de distribution des vitesses soit maxwellienne. Alors la loi de Kirchhoff 
est satisfaite pour chaque fréquence avec une température de rayonnement unique égale 
à la température cinétique des électrons. Pour toute autre fonction de distribution on 
peut poser : 

= = Sy = N? Bo (Ty) = Bv(Tv) (14.224) 
v 

avec : 


—! + + 
noter, 2 J TOIT de | nv (14.225) 


f 
J m f(T) va 

La formule ci-dessus se simplifie dans le cas limite de l’approrimation classique utilisée 
dans la section 14.2. Cela correspond au domaine des basses fréquences pour lequel 
ona: 

1 12 

hv = -mv 
2 


Considérons, pour simplifier, que la distribution des vitesses est isotrope (pour des 
vitesses anisotropes cf. Bekefi [315]). On doit alors relier f(v’) et f(v) par la relation 
approchée : 


- sm? < Smo? (14.226) 


of hv Of 
‘y= hi = 14.227 
fo!) =o) + WEE = fv) + ACTE (14.227) 
et décrire les propriétés radiatives du plasma par les formules : 
jv = fwote (14.228) 
Ê nv(v) OF 
v= — d 14.229 
2 N2mv? J v ðv Z ( ) 
N2 2 
Sy = Te (14.230) 
c | 
WY) f (v)dv 
KT, S mTOR (14.231) 


7 f m(v) $£ dv 


Transfert radiatif dans un plasma 453 


d) Relaxation photons-matière. Transfert radiatif 


Si l’on revient à nouveau au formalisme plus simple des transitions lié- 
lié, on peut en reprenant les résultats des formules précédentes (14.192), 
(14.213), (14.216), obtenir finalement : 


C(fv) = C Ky [fov(Tab) ial fo] (14.232) 
avec : | | 
4 
fov (Tab) Gi Bo (Tab) (14.233) 


Dans ce résultat final f,, (Ta) est la fonction d'équilibre rayonnement = 
matière, c'est-à-dire la valeur à la fréquence v de la fonction de distribution 
des photons, qui serait présente, si le rayonnement et la matière étaient en 
équilibre à la température T = Ty ; il faut rappeler que Tas a été elle-même 
choisie de manière que le rapport de population n4/n, corresponde à un 
équilibre thermodynamique de la matière à la température Tap. Maintenant 
fv est la vraie valeur réalisée dans le milieu, et on voit que le terme de 
collisions (14.232) est un terme de relaxation, qui tend à ramener f, à sa 
valeur d'équilibre fa, (Ta). 

Mais cette évolution est compliquée, premièrement parce que le coeffi- 
cient de relaxation est en général fonction de la fréquence v, et plus encore 
parce que la matière évolue sous l’action du champ de rayonnement. Les 
photons induisent des transitions qui changent les populations dans le mi- 
lieu. L’équation de Boltzmann des photons est ainsi couplée aux équations 
d'évolution des populations ng,np,... et aux équations de Boltzmann des 
électrons (ou d’autres particules) qui décrivent l’évolution des fonctions de 
distribution des vitesses f(w....].Tout cela est le très difficile problème 
du “transfert radiatif” qui ne peut être résolu que par des approximations 
physiques que nous discutons ci-dessous. 


14.8.4 Approximations physiques du transfert radiatif 
a) L’état quasi statique pour les photons 


Sur la figure 14.18, la relation (14.182) montre que les photons qui ar- 
rivent à un point donné sont nés dans le voisinage immédiat (à une dis- 
tance inférieure à quelques {,). Une exception possible pourrait être le 
cas où il y aurait de très forts gradients de température dans le milieu. 
Alors l'augmentation de j, avec la distance au point d'observation pour- 
rait dominer l’atténuation due à l’absorption le long du rayon lumineux. 
Cette situation, qui est celle des ondes de chocs radiatives, est inhabituelle. 
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De plus, la lumière parcourt la distance l, dans un temps {,,/c qui est 
très petit par rapport aux temps caractéristiques des changements signifi- 
catifs d’état de la matière. On doit donc considérer que, du point de vue 
du champ radiatif, la matière évolue très lentement et que J, atteint à 
chaque instant un état quasi stationnaire obtenu en négligeant le terme 
OI, /Ot dans la relation (14.189). Dans cet état quasi stationnaire on ob- 
tient alors : 


PVE, = So nagar (1 - Er) [Bo(Tas)— I] (14.234) 
ab 


b) Équilibre thermodynamique local (ETL) partiel 


On dit que l’on a un équilibre thermodynamique local (ETL) partiel, quand 
la matière est localement à l’équilibre avec elle-même, c’est-à-dire quand 
toutes les températures de Boltzmann Tab sont égales à une unique valeur 
T, et quand les distributions de vitesse de toutes les espèces de particules 
sont maxwelliennes avec cette même température T. Cependant, le rayon- 
nement et la matière peuvent être hors d'équilibre, J, étant différent de 
Bo (T). On peut se poser la question de savoir si J, peut être très différent 
de Bo (T). Quoi qu’il en soit, l’état de la matière est maintenant décrit par 
le seul paramètre T et toutes les équations se simplifient considérablement. 
On a alors : 


Ky = Kya(1l — 7 #/FT) (14.235) 

: hv? —hv {KT 
ju = Ra OM (14.236) 
C( fu) = ery [fou (T) — fov] (14.237) 


et la relation (14.232) devient : 
$- VI, = ck, [Bo (T) — 1) (14.238) 


Les équations hydrodynamiques correspondantes, pour le transfert d’éner- 
gie et de quantité de mouvement, s’obtiennent comme dans la section 14.8 
et on trouve en supposant k, isotrope : 


V - So = cr [Uo (T) — U.) (14.239) 


eV -T, = —cky Sy (14.240) 


Notons que la densité totale d’énergie radiative U = f U,dv est beaucoup 
plus petite que la densité d’énergie cinétique dans la matiére, sauf dans 
le domaine des trés hautes températures (cf. section 14.9). Cependant, le 
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— = 
flux d'énergie radiative S = Î S dv n'est pas négligeable et même sou- 
vent beaucoup plus important que les flux d’énergie associés à la matière. 

=> 
L’explication de ce paradoxe (U négligeable mais pas S ) est que l'énergie 
de la matière est transférée avec une vitesse de l’ordre de grandeur de la 
vitesse du son, tandis que l'énergie radiative se transfère avec la vitesse 
c > Uson. Notons aussi qu’il est difficile d’intégrer sur v pour obtenir les 
= 

équations pour U et S, car en général ky = k,(T) varie avec v, de manière 
compliquée. 


c) Approximation de la diffusion 


Supposons maintenant que le champ radiatif soit presque isotrope. Par cela 
on entend que dans le développement en harmoniques sphériques de I, 


(cf. appendice A14-1) on a | &1| < ao. Le flux d’énergie S, doit alors être 
relativement petit. Si, au contraire, le champ radiatif était complètement 
anisotrope, comme dans un faisceau parallèle, on aurait S, = cU,. Donc, 
on peut utiliser le rapport S,/cU, comme une mesure de l’anisotropie, et 
dans le cas d’un champ radiatif presque isotrope on a : 


SyfeU, <1 (14.241) 
Dans ces conditions la pression de radiation se réduit à sa valeur scalaire : 
T, = % ë (14.242) 


et l’équation de transfert de l'impulsion (14.240) devient : 


= -=V (U,/3) = -D, VU, (14.243) 
avec : 
D, = se (14.244) 


L’équation ci-dessus exprime une loi de diffusion analogue à celle des par- 
ticules dans la matière. I] y a cependant deux différences : 


1. La diffusion radiative décrit un flux d'énergie et non un flux de par- 
ticules comme c’est le cas dans la matière. On aurait pu écrire une 
équation de la diffusion pour les photons totalement semblable à celle 
dans la matière, avec un coefficient de diffusion qui serait d’ailleurs 
aussi D,. 
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2. Les mécanismes de la diffusion sont tout à fait différents pour les 
particules matérielles et les photons. Dans la matière, la diffusion est 
contrôlée par les collisions élastiques ; le libre parcours moyen qui 
entre dans la formule du coefficient de diffusion est le libre parcours 
moyen de collision élastique. La diffusion des photons est au contraire 
régie par des absorptions et émissions successives, en général pas par 
le méme atome (ou particule de matiére). Le libre parcours moyen 
qui entre dans la formule (14.244) de D, est le libre parcours moyen 
d’absorption. 


d) Equilibre thermodynamique local (ETL) complet 
Conduction radiative de la chaleur 


On a vu que seule la proximité immédiate d’un point (à des distances de 
quelques l,) participe à l'établissement de I, en ce point. Si l’on suppose 
que la température matérielle T varie peu sur une distance l,, alors I, 
doit être en chaque point le même que si le milieu était homogène et infini, 
c'est-à-dire : 

I, = Bor (T) (14.245) 


Dans ce cas on dit que le milieu est en équilibre thermodynamique local 
(ETL) complet ; complet car cela concerne à la fois le rayonnement et la 
matiére, mais local car T varie (quoique lentement) avec la position dans 
le milieu. Quand l’équilibre thermodynamique local complet est réalisé, 
Véquation de la diffusion (14.243) devient : 

le 


£ 
Se = Wo (14.246) 


et le flux d'énergie total est : 
=> ie 
S= -J VU, dv (14.247) 


Comme on l’a vu précédemment, cette intégrale n’est en général pas tri- 
viale. Si l, était indépendant de la fréquence, on obtiendait : 


= Le (Er) _ _ l6ol,T? 


ove (14.248) 


où ø est la constante de Stefan [cf. (14.143), (14.145)]. Cette loi est tout a 
fait analogue à la loi de Fourier (ou Fick) pour le transfert de la chaleur avec 
ici un coefficient de conductivité thermique proportionnel à T%. Cepen- 
dant, plus généralement l, est une fonction de v. Il est alors commode 
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d'introduire un l, moyen, le libre parcours moyen de Rosseland : 


L LEE (dUo/dT)dv (14.249) 
f° (Uo, /dT)dv l 


Une expression plus explicite de lg est obtenue dans le problème P14-6. 
En utilisant lR, l'équation de conduction radiative de la chaleur peut alors 
être écrite de manière tout à fait générale sous la forme : 


S = -kr VT (14.250) 
avec : 1 3 
ed een (14.251) 


Notons que si l’on s’intéressait au transfert de la quantité de mouvement 
(a la place de celui de l’énergie), on devrait introduire une autre moyenne 
de K, ou l, (cf. problème P14-6). 


14.9 Classification des plasmas en 
hydrodynamique radiative 


14.9.1 Equation de Boltzmann pour les photons 


En conclusion de ce chapitre nous introduisons maintenant une classifica- 
tion des plasmas du point de vue de l’hydrodynamique radiative. Pour ceci 
on utilisera le méme diagramme que celui introduit au chapitre 1 avec les 
coordonnées : 

x =logne (CGS) (14.252) 

y=logT (CGS) (14.253) 
Mais maintenant nous le compléterons par des considérations relatives 
au rayonnement. Nous considérons un plasma complétement ionisé cons- 
titué d’électrons et d’ions de charge Ze. Discutons d’abord la validité de 
Péquation de Boltzmann pour les photons thermiques ; ceux-ci ont été 
définis dans la section 14.6 par la relation : 


hv = 2KT (14.254) 


Comme on a vu que l'équation de Boltzmann pour les photons est valable 
pour N = 1, c'est-à-dire v < vp, on trace sur le diagramme la droite : 


hvp = 2KT (14.255) 
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ce qui donne, en coordonnées (x, y) : 
y = S -6.67 (CGS) (14.256) 


On voit sur la figure 14.20 que cette ligne est dans la partie basse du 
diagramme, le domaine des plasmas corrélés. On en conclut que pour les 


log:,7 (en K) 


Plasmas relativistes 


10 15 20 25 10910 Ne 
(en cm~’) 


Figure 14.20 : Classification des plasmas du point de vue des interactions 
matière-rayonnement. 


Région 1 : plasmas matériels, bremsstrahlung dominant. 

Région 2 : plasmas radiatifs, effet Compton dominant, électrons couplés aux ions. 
Région 3 : plasmas radiatifs, effet Compton dominant, électrons couplés aux 
photons. ne/no = 107? formule de Saha à 1 bar. 

Uy énergie radiative, Up énergie cinétique des particules matérielles. 

Us = Up frontière entre les plasmas matériels (T faibles) et radiatifs (T élevées). 
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plasmas habituels (cinétiques, classiques) on a : 
(Av) thermique < hv, (14.257) 


et l'équation de Boltzmann pour les photons est valable. Soulignons bien 
que ce résultat s’applique aux photons thermiques qui sont essentiels 
en hydrodynamique radiative. La conclusion serait tout à fait différente 
si on ne s’intéressait pas à l’hydrodynamique, mais à la propagation 
électromagnétique d’une onde de relativement basse fréquence, comme par 
exemple une onde radio dans l’ionosphère ; les photons associés seraient 
alors très “infrathermiques”. Les effets de réfraction seraient très impor- 
tants et l’on devrait utiliser, au lieu de l’équation de Boltzmann, l'équation 
générale (14.178) du transfert radiatif. 


14.9.2 Densités d’énergie 
Comparons maintenant la densité d'énergie radiative du plasma : 


U, = <r (14.258) 


et la densité d’énergie cinétique de ses particules matérielles : 


3/Z+1 
UK = 5 (F) NeKT (14.259) 
Pour cela on a tracé sur le diagramme la droite : 
Uy = Ux (14.260) 
ce qui donne en coordonnées (x, y) : 
1 Z+1 
y = 5 +3 logo (=) —0.52 (CGS) (14.261) 


On voit sur la figure 14.20 que cette droite sépare le domaine des plas- 
mas usuels en deux moitiés, et deux familles de plasmas peuvent donc étre 
définies : 


1. Les plasmas matériels (n grand, T petit) ot Ux > Uo. 
2. Les plasmas radiatifs (n petit, T grand) où U, > Ux. 


Nous verrons cependant, dans la section 14.9, que pour que cette distinc- 
tion ait un sens physique, il est nécessaire de considérer des plasmas d’assez 
grandes dimensions ; autrement le plasma serait optiquement mince pour 
les photons thermiques et la valeur de la densité d’énergie U, donnée par 
(14.258) ne pourrait pas s’établir. 
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14.9.3 Longueurs d'interaction photon-électron 
a) Diffusion Compton (collisions élastiques hv-e) 


Dans les plasmas non relativistes, la section efficace de diffusion Compton 
se réduit à sa limite pour les basses énergies, la section efficace de Thomson 
(14.203). Si on l’intègre sur x, on obtient la section efficace totale : 


8T 


Or = te = 6.65 107% (CGS) (14.262) 
Le libre parcours moyen d’un photon pour la diffusion Compton est donc : 
15.107 
(eat ON GS) (14.263) 
NeOT Ne 


Remarquons que ceci est un libre parcours moyen pour un transfert de 
quantité de mouvement (un libre parcours moyen de diffusion) et pas 
pour un échange d’énergie, car on est ici dans les conditions du modèle de 
Lorentz (cf. section 12.2) dans lequel le photon d’énergie hv = 2KT < Mec? 
doit être considéré comme la particule de masse faible et l’électron comme 
la particule lourde. 

L’échange d’énergie entre le photon et l’électron dans une collision est, 
en valeur relative, de l’ordre de 2kT/m,c? < 1. Le nombre de collisions 
nécessaire pour un échange complet d’énergie est de l’ordre de mee?/KT. 
Puisque le photon fait des pas aléatoires de longueur ~ £e, le libre parcours 
moyen d'échange d’énergie est de l’ordre de : 


eae 1.16 102 
€ 


l = = —— 
KT neT1/2 


€ 


(CGS) (14.264) 


b) Bremsstrahlung inverse 


Le bremsstrahlung inverse est une collision inélastique entre un photon et 
un électron dans le champ d’un ion, c’est-à-dire un processus libre-libre. 


hv +e+ (At) —e+(4*) (14.265) 


Nous avons estimé dans la section 14.5 l’ordre de grandeur du libre par- 
cours moyen associé : 


3 T7 /2 
lp = 10° — CGS 14.266 
5-17 (CGS) (14.266) 
Dans ce cas il n’y a pas lieu de faire la distinction entre les transferts de 
quantité de mouvement et d’énergie ; dans une collision de bremsstrahlung, 
le photon disparaît et donc transfère sa quantité de mouvement et son 
énergie. 
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c) Comparaison de ¢,,/ et lg 
Sur le diagramme de la figure 14.20 on a tracé deux droites : 
lp = Le — Ty/2 — z = log Z +12 (CGS) (14.267) 
lp =I, — 4y — x = logo Z + 6.1 (CGS) (14.268) 


Ces résultats seront discutés au paragraphe 14.9.5. 


14.9.4 Longueurs d’interaction des électrons 


Pour les collisions des électrons entre eux (collisions e-e) ou avec les ions 
(collisions e-i) on a montré dans le chapitre 13 que la fréquence carac- 
téristique est : 


== NeZ 
Pi = 4.8 yaya MA (CGS) (14.269) 
et : 
Va =H (14.270) 
vw Tr (14.271) 
Mi 
Vee ~ Vig ~ TI (14.272) 


où les fréquences marquées d’un ’ sont relatives aux échanges d’énergie 


alors que les autres concernent les échanges de quantité de mouvement. 
Peyraud [253] a montré que dans les collisions Compton électron-photon 
les fréquences caractéristiques sont : 


- 8rrg Ug 
Vep © Veg Y € 


ra de (14.273) 


ce qui est une formule relativement intuitive, si l’on admet que U,/ mec? 
est une densité équivalente de photons. À partir des fréquences données 
ci-dessus, on peut calculer les longueurs d'interaction : 


2 


T 
lee = le = lei = (2kTe/me)/2/7 = 1.14 x WK (CGS) 
(14.274) 
m, \ 12 
ki = ( :) lei (14.275) 
Me 


lep = lho = (2KTe/Me)? jus =3x107T-7/2 (CGS) (14.276) 
Sur la figure 14.20 on a tracé les deux droites : 


lep = lee — (11y/2) — x = log Z + log (ln A) +22.4 (CGS) (14.277) 
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1 e 
lep = l; — (11y/2)-x = log Z+log (mA)+S log (=) +22.4 (CGS) 


i 
(14.278) 
Ces résultats sont discutés dans le paragraphe suivant. 


14.9.5 Familles de plasmas 


Sur la figure 14.20 on voit différentes zones, chacune d’entre elles corres- 
pondant à une famille de plasmas de propriétés différentes. Les zones R, 
Q et C, dont la discussion a été menée au chapitre 1 (cf. Fig. 1.11), corres- 
pondent respectivement à des plasmas relativistes, dégénérés et classiques 
corrélés. La zone W correspond aux gaz faiblement ionisés ; sa limite a été 
obtenue en posant : 


Ne /No = 107? (14.279) 


et en calculant ce rapport à partir de l'équation de Saha (1.4) pour une 
pression totale de une atmosphère et E; = 13.6 eV (hydrogène atomique). 
La partie centrale du diagramme correspond aux plasmas cinétiques clas- 
siques. Elle est maintenant divisée à peu près en trois zones : 


e Zone 1 : Plasmas matériels avec interaction bremsstrahlung ç-e 


Dans ces plasmas la densité d’énergie cinétique Ux est bien plus 
grande que la densité d'énergie radiative U,,. Le libre parcours moyen 
des photons est lg, la longueur d'interaction bremsstrahlung. 


e Zone 2 : Plasmas radiatifs avec couplage e-i 


Le libre parcours moyen des photons est maintenant 4,, lié à la dif- 
fusion Compton. La densité d’énergie interne du plasma est & Uy. 
Mais U, n’étant pas très grand (T pas trop haute), on a lk; < ley, ce 
qui signifie que les électrons sont plus fortement couplés aux photons 
qu’aux ions. 


e Zone 3: Plasmas radiatifs avec couplage e-p 


Dans cette zone de trés haute température (ou de basse densité), 
le libre parcours moyen des photons est encore fe de la diffusion 
Compton et l’on a encore U, > Ux ; mais maintenant U, est si 
élevée que l’on ale, & lhi. Les électrons sont plus fortement couplés 
aux photons qu'aux ions. 


Entre ces zones principales, il y a de plus petites zones intermédiaires où 
les transferts d'énergie et de quantité de mouvement sont produits par 
deux mécanismes différents. 
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Finalement on doit noter que les résultats et classifications précédents 
ne sont valables que si les dimensions du plasma considéré sont assez gran- 
des. Pour le comprendre on remarque d’abord que dans tous les cas (sauf 
les plasmas relativistes, que nous ne discutons pas ici) les longueurs d’in- 
teraction satisfont aux inégalités : 


lee LA lei < lB, bo, L (14.280) 


Cela veut dire que le couplage des électrons entre eux ou avec les ions est 
plus fort que le couplage des photons avec la matière. En conséquence, si 
l'échelle de longueur £ de variation des paramètres dans un plasma est 
plus grande que lee (faibles gradients —» approximation de la diffusion) 
mais plus petite que lg et l, le plasma est seulement en ETL partiel, c’est- 
à-dire qu’il y a équilibre entre électrons et ions mais pas entre la matière 
et le rayonnement. Pour illustrer cette situation et analyser les ordres de 
grandeur pour que l’on ait cet ETL partiel, on a représenté les valeurs 
numériques de longueurs d'interaction sur la figure 14.21. 

Sur ce diagramme, à partir des droites lg = £ ou lep = lee, On a tracé 
les droites où : 


lep = 108, 103,1,107-3,10-® (CGS) 
lee = 10°, 107, 1,107,107 (CGS) 
Le = 10°, 10°, 107,1,10-? (CGS) 
lg = 10°,10?,1,10-? (CGS) 
Pour un plasma représenté par le point A on a: 
lee = 1073 (CGS) 
l. = 10° (CGS) 
Si sa dimension caractéristique L ~ 1cm on a: 
lee LL <KlB (14.281) 


Un tel plasma est optiquement mince pour les photons thermiques, et il 
ne peut donc être complètement à PETL ; en dépit de cela, il atteint 
facilement un ETL partiel car : 


lee lei K L (14.282) 


de sorte que les photons émis s’échappent vers le vide. La densité de rayon- 
nement n’atteint jamais le U, d'équilibre donné par la formule (14.258). 
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Figure 14.21 : Ordres de grandeur des longueurs d'interaction. 
Plasmas en équilibre thermodynamique. ley, lee, lB, le en cm. 
BAC lieu des points où la longueur d’interaction photon-électron est égale 
à 10 mètres. 


Pour résumer cette analyse on a aussi tracé, sur la figure 14.21, le contour 
BAC correspondant à une longueur d'interaction du photon (lg ou £.) 
égale à 10° cm = 10 m. Comme c’est la dimension maximum réaliste pour 
un plasma sur Terre, on en conclut que pour les zones hors de ce contour, 
les relations et les classifications données ci-dessus relèvent seulement de 
Vastrophysique. 
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14.10 Interactions laser-matière à très 
haut flux 


14.10.1 Propriétés des lasers de grande puissance 


Depuis une vingtaine d’années on a développé, pour les recherches sur la fusion contrôlée 
par la filière du confinement inertiel (cf. section 1.10), des lasers pulsés de très grande 
puissance. Les principales caractéristiques de ces instruments sont : 

- la longueur d'onde À et la fréquence v du faisceau, 

- l'énergie W délivrée dans une impulsion et la durée 7 de celle-ci, 

- la puissance P et le flux d’énergie S focalisés sur une toute petite surface de cible. 
On peut distinguer deux types de lasers : ceux où l’on cherche à maximiser W, et ceux 
où l’on cherche à maximiser P ou mieux S. Les premiers, qu’on peut appeler lasers 
“nanoseconde”, sont utilisés pour le confinement inertiel et le chauffage des plasmas 
denses. Les seconds, baptisés lasers “picoseconde”, ou même de façon un peu futuriste 
“femtoseconde” (1 femtoseconde = 1 fs = 10-15 s), qui utilisent des techniques optiques 
spéciales de compression de la durée de l’impulsion, peuvent être utilisés aussi pour des 
recherches fondamentales sur les interactions rayonnement-matière. Les records actuels 
dans ces deux familles sont les suivants : 


e Lasers nanoseconde : Nova (Livermore) À = 1.06um, W = 100 kJ, 
T=1ns 
e Lasers picoseconde : P102 (Limeil) À = 1.06 um, P = 55 TW, 7 = 0.25 ps 


Des projets plus grandioses sont à l’étude. Pour les lasers “nanoseconde”, ils dépendent 
surtout du montant des investissements acceptés, mais aussi de la maitrise d’instruments 
devenus très complexes avec de nombreux faisceaux (à synchroniser), des dispositifs 
multiplicateurs de fréquence et des systèmes optiques capables de résister aux très 
hauts flux. Les lasers “femtoseconde” sont plutôt moins complexes, mais ils mettent en 
œuvre des techniques optiques très difficiles de compression de l’énergie optique dans 
le temps et dans l’espace. On peut espérer atteindre dans un avenir proche des flux de 
1020 W/cm? [257], [258], [259] directement ou par l'intermédiaire de l’autofocalisation 
dans un plasma (cf. ci-dessous dans les effets relativistes). De tels ordres de grandeur 
actuels ou futuristes ouvrent de nouveaux domaines de la physique, et notamment divers 
effets non linéaires, que nous allons maintenant évoquer rapidement, dans l'interaction 
laser-matière aux très hauts flux de photons. 


14.10.2 Effets stimulés dans les interactions hi-e 


Il faut d’abord noter que l'analyse de la section 14.9 a supposé que le rayonnement 
était voisin de l’équilibre thermique. Ses conclusions sont fausses si le rayonnement est 
loin de l'équilibre et plus dense qu’à l'équilibre thermique pour certaines fréquences et 
directions, ce qui est le cas dans un faisceau laser. Dans cette situation, les effets stimulés 
peuvent devenir très significatifs et changer profondément les résultats. On sait que le 
critère pour que les effets stimulés soient dominants est que le taux d'occupation des 
états quantiques soit très supérieur à l’unité, soit : 


Ae fy > 1 (14.283) 


où f, est la fonction de distribution des photons. Le fonctionnement du laser lui-même 
impose que cette condition soit satisfaite. Mais pour décrire l'interaction du faisceau 
laser avec les électrons d’un plasma, il faut alors modifier l’équation de Boltzmann des 
photons pour y inclure la diffusion Compton stimulée (cf. problème P14-7 et {253]). En 
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pratique, ces effets de collisions binaires hv-e sont en général masqués dans un plasma 
dense par de nombreux effets non linéaires collectifs d’interaction onde-plasma. 


14.10.3 Effets multiphotoniques sur les atomes 


On peut d’autre part voir apparaître des effets multiphotoniques dans les interac- 
tions photon-atome. Pour évoquer succinctement ceux-ci, commençons par relier le flux 
d'énergie S et le champ électrique oscillant E dans une onde électromagnétique. La 
relation de base est : 


2 
s= au (14.284) 
soit : 
2 1/2 
E= (=) S12 x27 81/? (SI) (14.285) 
cEQ 


Considérons maintenant le champ électrique Ea sur la première orbite de Bohr dans 


l'atome d’hydrogeéne : 
Ee=—"#514101 (SI) (14.286) 


= 2 
A4rE9a5 


On est sir qu’il y aura des effets “multiphotoniques” trés importants au niveau des 
atomes dans l’interaction avec une onde électromagnétique si l’on a : 


E= Ex (14.287) 


soit : 
CE0 E2 


S = Sa = 3.51079 (SI) (14.288) 


En fait, cette condition classique est beaucoup trop sévère. Le flux Sq est celui qui 
permet ionisation d’un atome par un effet de champ quasi classique. On l’atteint 
largement dès maintenant. Mais depuis une vingtaine d’années, avec des flux beaucoup 
plus faibles (de l’ordre de 1012 W/m?), on a observé l’ionisation multiphotonique d’un 
atome sous forme de résonances quantiques (cf. [296, pp. 595-599], [256]) définies par 
les deux conditions : 
(n — 1)hv = Ex (14.289) 
nhv > Fi (14.290) 


où Eg et E; sont respectivement les énergies d’excitation (résonnante) et d’ionisation 
de l’atome, ionisation se faisant par le processus en deux étapes : 
A — At —e+At (14.291) 


En revenant à l’ionisation directe par effet de champ, on peut remarquer qu’avec une 
impulsion très brève on peut produire par ce processus un plasma dense et complètement 
ionisé : la recombinaison à trois corps d’un tel plasma peut produire des inversions de 
populations, et c’est une novelle filière qui s’ouvre pour la réalisation de lasers à rayons 
X [262]. 


14.10.4 Oscillation relativiste des électrons 
dans une onde 


La réponse d’un plasma à un champ électrique oscillant se calcule en général en sup- 
posant que les électrons effectuent dans l’onde des oscillations de faible amplitude. On 
obtient alors immédiatement, pour la vitesse d’oscillation d’un électron : 


sim = qe E (14.292) 
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Ce calcul non relativiste n’est valable que si ve < c, ce qui est en général le cas. 
Dans les champs très forts, la vitesse ve tend vers c et il faut utiliser des équations 
relativistes. Pour avoir un ordre de grandeur des champs correspondants, posons par 
exemple ve = c/2 dans (14.292). On définit ainsi un champ critique : 


Er = wmec/2e ~% 5.31073» (SI) (14.293) 
d’où une valeur critique du flux d’énergie : 


ceoE? 


Sr = &3.710 2? (SI) (14.294) 


soit pour À = 1 y, v = 31015 : 
Sr = 3.31073 (SI) (14.295) 


On voit que l’on commence à s'approcher de ce domaine avec les lasers “picoseconde” 
actuels. 

Lorsque la relativité intervient ainsi au niveau de l’oscillation des électrons dans une 
onde électromagnétique, il apparaît toute une série d’effets non linéaires dans la propa- 
gation : autofocalisation des faisceaux lasers, naissance de champs électriques longitu- 
dinaux très intenses susceptibles d'accélérer des particules, génération d’harmoniques, 
production de champs magnétiques de l’ordre de 100 Teslas, “accélération” de pho- 
tons (élévation de la fréquence)... (cf. [260], [261], [262] pour les études théoriques en 
cours de ces divers effets. Ces récentes publications contiennent une bibliographie plus 
complète). 


14.10.5 Effets multiphotoniques sur les particules 


Des effets multiphotoniques analogues à ceux observés sur les atomes pourraient être 
envisagés, aux niveaux des noyaux et des particules élémentaires, mais ils sont tout à 
fait impensables à l’heure actuelle. Il suffit pour le voir de calculer le champ classique 
“à la surface” d’un électron, soit : 


Ee = z © 1.81107 (SI) (14.296) 


z ATEOTG 
Pour avoir E = Ee il faudrait un flux : 


ceoE? 


Ses &410%7 (SI) (14.297) 


ce qui paraît totalement impossible. 

On peut par contre envisager des effets nouveaux au niveau de l’électrodynamique : 
effets multiphotoniques dans la diffusion Compton et dans le bremsstrahlung inverse 
(qui est plutôt un processus atomique), production de paires électron-positron... Nous 
renvoyons les lecteurs intéressés par ces sujets à [258], [263], [264]. 


14.11 Appendices 


A14-1 Développement de J, en harmoniques 
sphériques 

Pour analyser les variations de I, avec la direction de propagation (direction du vecteur 

5°), on effectue un développement en harmoniques sphériques. Le formalisme utilisé est 
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le même que celui introduit au chapitre 12 pour décrire les anisotropies d’une fonction 
de distribution des vitesses ; il faut seulement changer w en 3’. Posons donc : 


LS ,v, T ,t) = a0 + EarmCem + BemSem) (14.298) 

avec : 
Cem = vf Pim (cos 8) cos mp (14.299) 
Sem =v" Pem (cos 4) sin my (14.300) 


Les coefficients a9, O¢m, Bem sont des fonctions de v, 7’ et t. Nous utilisons de plus la 
notation: 

P=avs (14.301) 
de sorte que l’analogie avec le chapitre 12 est complète. On peut donc reprendre les 
résultats de l’appendice 12-1. En tenant compte des règles d’orthogonalité on a : 


Î I,dQ = 4rao (14.302) 
a 4nv _, 
SI dì = yai (14.303) 
FF 4ra ao 
Lan F% 4 cia (14.304) 


On en déduit les relations entre les coefficients d’ TO et les grandeurs hydrody- 
namiques : 


ny = 00 (14.305) 
chv 
An 
Ty = mu (14.306) 
4 
er (14.307) 
3c? 
= 4 — a — 
T, = aof + Lz (14.308) 
3c 
4 
Us = Top (14.309) 
c 
F, = ai (14.310) 


Remarquons que L2 dans les équations (14.304) et (14.308) est un tenseur produit par 
les anisotropies d’ordre £ = 2. Nous ne l’avons pas écrit explicitement parce que nous 
nous limitons en général au cas des champs de radiation presque isotropes, pour lesquels 
ce terme est négligeable. 


14.12 Problémes 


P14-1 *Champs de convection 


a) Montrer à l’aide de la transformation de Lorentz que les champs de convection pour 
une particule animée d’un mouvement uniforme s’écrivent : 


(14.311) 


Problèmes 469 


war 
où y est langle entre V et ro, et Ep(7@) la limite petite vitesse de Fy : 


Eo) = È w (14.312) 
ES ÂTED ro rè ` 


b) Montrer à l’aide d’une simple manipulation trigonométrique que la formule ci-dessus 
est équivalente à la formule (14.5). 


P14-2 Refroidissement par rayonnement cyclotron 


a) Si le rayonnement cyclotron est le seul mécanisme de refroidissement, montrer que 
la décroissance de la température électronique est donnée par : 


Te(t) = Te(0)e7*/7¢ 


et calculer 7e. (On supposera que la fonction de distribution des vitesses 
électroniques reste isotrope.) 

Calculer la valeur du champ magnétique pour laquelle le taux de refroidissement 
serait de 100% par période cyclotron. 

b) Écrire une condition simple pour que la fonction de distribution des vitesses reste de 
forme constante. Évaluer la situation dans le cas des plasmas thermonucléaires 
confinés par un champ magnétique : introduisant le paramètre de confinement 
magnétique #, montrer que la condition d’isotropie peut s’écrire : 


T<3108(8InA)!/? (SI) 


et que ceci est habituellement satisfait dans des situations courantes. 


P14-3 Pertes d’énergie dans les collisions e-o 


Pour comparer l'énergie totale émise pendant une collision e-o et l'énergie initiale de 
lélectron, on considère le cas d’un neutre produisant un potentiel répulsif de la forme 
y = A/r™. On considère le cas spécial d’une collision de front (paramètre d’impact = 0) 


a) Montrer que l'énergie totale rayonnée Au est liée à l’énergie initiale u par la relation : 


Au 23/2n2 2 ( u jg ao 
== a? | — pa 
u 3 


Mec? TO 


où æa = 1/137, ag est le rayon de la première orbite de Bohr, ro est la distance 


minimale d'approche, et 
=f ( 1-7 S 1 YW — n) 1/2 2 


b) Montrer en utilisant les tables d’intégrales que : 


1r(2+1)r 0/2) 
on  T(5/2+n) 
En évaluant J et les autres facteurs dans Au/u, montrer que ce rapport est en 
général beaucoup plus petit que l’unité. 
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P14-4 Bremsstrahlung électron-neutre 
On considère un gaz faiblement ionisé où les distibutions de vitesses des électrons et 
des neutres sont maxwelliennes (températures Te et To). 


a) Calculer la puissance totale W,aq rayonnée par une unité de volume du gaz du 
fait du bremsstrahlung électron-neutre [on partira de la formule (14.49) et d’une 
approximation linéaire tirée des résultats de la figure 14.8]. 


b) Calculer la puissance totale Won perdue par une unité de volume du gaz d'électrons 
du fait des collisions élastiques électron-neutre [on partira de la formule (12.191)]. 
c) Former le rapport W,aq/Wcon et l’exprimer en fonction des rapports sans dimensions 
2 
Me/Mo, Te/To, KTe/mec? et ns 
d) Montrer que l’on a en général Wrag & Won sauf si Te est très voisin de To. 


P14-5 Opérateur de Lorentz pour hv-e 


Appliquer les formules du chapitre 12 au cas des collisions hv-e, et calculer les deux 
premières fréquences de relaxation des photons [on partira de la formule (14.203)]. 


P14-6 Libre parcours moyen de Rosseland 


a) En posant u = hv/KT' montrer que la formule (14.249) peut se mettre sous la forme : 


oo 
lp -f U du ; (14.313) 
0 
où l, est le libre parcours moyen des photons et : 
u exp —u 
Glu) = (15/404) — 14.314 
(u) = (15/4n*) ep T (14.314) 


b) Montrer que ces formules peuvent aussi s’écrire en fonction du coefficient 
d’absorption «, sous la forme : 


lp =f 1/KyG’(u) du (14.315) 
0 
avec : 
G'(u) = (15/4 ja (14.316) 
(1 — exp —u)3 


P14-7 *Opérateur de Boltzmann avec effets stimulés 


On peut rechercher une généralisation de l’équation de Boltzmann (cf. par exemple [252, 
p- 132]), tenant compte des effets de statistique quantique. Pour le cas des collisions 
photon-électron, cette équation de Boltzmann généralisée prend la forme : 

afe >. Ofe Ofe 


+c +(Xe/me 
ai = (Xe/me) - DT. 


= Jy (fe) (14.317) 


J(fe) = ¢ J {+A fu] fise [1 -h fe] - [1 Af] fute [1 — ne] } 


x2 a (vo, xo) d% v? dv dQ (14.318) 
€ 
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et : 
2 
z 
a(0, x0) = o(xo) = (1 + cos? xo) (14.319) 
a) Rattacher ces formules à celles des paragraphes 14.8.3 et ??c). 
b) Expliquer la signification physique des facteurs en 1+ h3... 


c) Montrer que dans les plasmas gazeux les termes en —k? ... sont négligeables. 


Cette page est laissée intentionnellement en blanc. 
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cf. aussi Ondes, Instabilités 
Dispersion (tenseur de) 274 
Distance moyenne e-e 33, 3/9 
Doppler (effet) 191 


E 


Echauffement des électrons 
équilibre 310, 311, 341 
Echelles de temps 
dynamique d’un plasma 40 
théorie de la diffusion 317 
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Échos de plasma 

spatial 218 

temporel 216 
Écoulement libre 114, 222, 223 
Effondrement 215 
Einstein 

processus radiatifs 451 

relation D/v 209 
Elliptiques (points) 191 
Emission 

spontanée 449 

stimulée 449 
Emissivité spectrale des e 451 
Energie 

cinétique moyenne 332 

d’interaction 29 


d’onde 256, 259, 148, 151, 152, 


154 
de corrélation 30 
de Fermi 35 
de perturbation 257 
de réaction 188 
libre 297 
potentielle d’un plasma 81 
Entropie 118 
Épaisseur de peau 
collisionnelle 228 
non collisionnelle 170 
anormale 170 
Equation de Balescu 374, 377 
Equation de BGK 189 
Equation de Boltzmann 371, 376 
caractére local 23 


collisions inélastiques 29, 31, 38 


démonstration 17 

fonctions sphériques 335, 340 
invariants 24, 42 
irréversibilité 25 

photons 446, 448, 457 

sans second membre 15 


Equation de Fokker-Planck 183, 373, 


378, 398, 399 


modèle de Lenard-Bernstein 185 


lois de conservation 228 
modèle de Vedenov 185 


Equation de Landau 374, 977, 378, 


895, 398 
Equation de Liouville 
a une particule 15 
plasmas 7, 34 
variables 7” et W 7 
variables conjuguées 4 
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Equation de Vlasov 16, 374, 375 
cf. aussi Vlasov 
entropie 118 
équilibres inhomogènes 223 
incompressibilité du fluide 108 
relativiste 120 
réversibilité 108, 216 
théorème de Liouville 108 
Équations cinétiques 
gaz 1 
locales ou non locales 371 
mélanges 27 
plasmas 370 
Équations de Maxwell 437 
Équations de Lagrange 122 
Équations de transport 
chaleur 53 
charge électrique 60 
courant électrique 62 
dissipation interne 295 
dissipation petite 274 
énergie 250, 274, 295, 323, 345, 
121 
cinétique relativiste 120-121 
interne totale 53 
non relativiste 52, 224, 232 
perturbation 257, 329, 345, 
233, 283 
PF non relativiste 248 
PF relativiste 322, 343, 344, 
348 
potentielle 52, 100 
radiative 447 
entropie 119 
flux de QMV 53, 92 
grandeur À 48 
masse 60 
particules 50 
pression cinétique 53, 93 
QMV 204, 51, 122 
globale 61 
non relativiste 224 
radiative 447 
relativiste 122 
température cinétique 54 
termes d’interaction 49, 59, 84 
B.B.G.K.Y. 88 
corrélations 86 
gaz quasi homogène 88 
réciprocité 88 
Vlasov 49 
Étendue (faisceaux lumineux) 443 


Index 


Eulerienne (description) 112 
F 


Faisceau(x) d'électrons 245 
couplage au circuit extérieur 287 
création d’un plasma 242 
dissipation interne 294 
dynamique en dimension 247 

équations linéaires 248 
équations non linéaires 247 
fonction de réponse 280 
effet Doppler 252 
énergie 
cinétique de perturbation 283 
développement en série 282 
d'onde 257 
faisceau non homogène 283 
excitation par deux grilles 
admittance 291, 293 
dipolaires 261, 284 
espacées 265 
maxwelliens 
ondes peu amorties 284 
modes propres (naturels) 251 
onde lente 251 
onde rapide 251 
Fermeture 
équations hydrodynamiques 
adiabatique 54 
Euler 55 
Navier-Stokes 56 
plasmas froids 54 
système B.B.G.K.Y. 14 

Fluide quasi continu 36 

Flux dans l’espace des vitesses 
gaz faiblement ionisés 

effet Joule 303 

refroidissement (collisions) 307 
plasmas 

collisions lointaines 368, 371 

Flux 

chaleur 
et anisotropies de f 334 
tenseur 45 
vecteur 47, 323 

énergie 276 
cinétique 47, 323 
d'ondes 225 
radiative 433 

entropie 119 

photons 433 
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QMV 
radiative 433 
tenseur 46 
Fokker-Planck 
cf. Equation, Collisions 
Fonction de réponse longitudinale 129 
Fonction Z de dispersion 163, 218, 227 
Fonction(s) de distribution 
anisotropies 292, 330 
approximation régulière 345 
bi-maxwellienne 240 
d'équilibre 117, 118, 223 
de révolution 
oF 
autour de k 274 
autour d’un axe 334 
double 10 
Druivesteyn 314, 342 
Lorentz-Cauchy 134, 269 
réponse à excitation initiale 
225 
maxwellienne 75, 290, 312 
déplacée 42 
imposée (collisions e-e) 326 
relativiste 158, 226 
normalisée 128 
partie isotrope 292, 331 
photons 431 
réduite 4 une dimension 171 
simple 9 
Fonctions propres 
laplacien 219, 239 
opérateur de Boltzmann 293, 337 
opérateurs de rotation 337 
Force d’interaction 143 
Frenet (trièdre de) 131 
Fréquence(s) 
attachement 238 
collisions 6, 367 
constante 232 
e-hv 461 
e-i 38 
e-o 203, 294 
expérimentales 296 
moyenne 342 
potentiel 1/r° 295 
coupure 42 
cyclotron 86, 96 
fondamentales wp et von 367 
ionisation 213 
plasma 13, 367 
rebondissement (piégeage) 192 
Fusion nucléaire 
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confinement 

inertiel 61 

magnétique 58, 106, 78 
critère de Lawson 57 
par laser, attaque indirecte 64 
paramètre 5 58, 91 
réactions de fusion 53 
température de Post 57 


G 


Gaines 24, 78 
Gaunt (facteur) 421, 426 
Gaz de Lorentz 
électrons-neutres 290 
imparfait 306, 316 
parfait 292 
photons-électrons 448 
Gaz faiblement ionisés 51, 287 
Gel du plasma dans B 105 
Gradient, champ de vecteurs 130 
Grandeurs hydrodynamiques 
définitions 44 
radiatives 483, 489 
équilibre (ET) 436, 439 
rayonnement isotrope 435 
Gyrotron 293 


H 


Hamiltonien 
particule chargée 134, 32 
plasma (semi-relativiste) 33 
Hydrodynamique radiative 447 
Hyperboliques (points) 191 


I 


Impédance d’un plasma 17, 180 
Impulsion solitaire 212 
Indice de réfraction (rayons) 440 
Instabilité(s) 
absolue 315 
convective 315 
critéres cf. Penrose 
distributions anisotropes 274 
explosive 208 
paramétriques 208 
& deux courants 216 
Rayleigh-Taylor 64 
saturation 211, 261 
Instabilité(s) électromagnétique(s) 
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F opposés, T anisotropes 286 
purement croissante 279 
Weibel non relativiste 
AP magnétoquasistatique 324 
effets non linéaires 332 
dispersion 327, 328, 273, 276 
domaine d’instabilité 280 
énergie de perturbation 329 
évolution non linéaire 332, 282 
F opposés, T anisotropes 277 
mécanisme contre-réaction 329 
plasma froid 323 
plasmas, T anisotrope 282 
Weibel relativiste 
dispersion 337 
énergie de perturbation 345 


Instabilité(s) électrostatique(s) 


Buneman 261 
avec agitation thermique 261 
dispersion 309, 312 
domaine d’instabilité 309, 340 
évolution non linéaire 312, 268 
plasmas froids 263 
régime acoustique ionique 265 
régime cinétique 264 
taux de croissance 311, 342 
de courant 297, 309 
deux faisceaux e opposés 
dispersion 313 
domaine d’instabilité 314 
évolution non linéaire 317 
instabilité absolue 315 
maxwelliens 285 
modèle plasma froid 315 
mouvement des ions 317, 342 
deux faisceaux e paralléles 
amplification spatiale 315, 342 
dispersion 315-317 
domaine d’instabilité 318 
évolution non linéaire 319 
deux faisceaux i 320 
diode de Pierce 267, 288, 291 
faisceau e-plasma 254 
agitation thermique 254 
chaud-chaud 258 
chaud-froid 256, 284 
évolution non linéaire 308, 261 
froid-chaud 260 
froid-froid 309 
solutions w(k-) 301, 225 
faisceau e-plasma (froid-froid) 
amplification spatiale 305 
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collisions 306 
croissance maximum 303 
dispersion 299-301, 307 
domaine d’instabilité 340 
effets non linéaires 308 
gradient de densité 341 
plasma=milieu réactif 305 
solutions k(w,) 305 
solutions w(k,) 301 
faisceau-milieu dissipatif 267 
onde lente instable 270 
onde rapide stable 270 
faisceau-milieu réactif 276, 306 
bilans d’énergie 278 
dispersion temporelle pure 280 
Pierce-Budker-Buneman 309 
Intensité du rayonnement 430, 439 
équilibre (ET) 436, 440 
lumière naturelle 431 
Invariant(s) adiabatique(s) 104, 120 
action longitudinale 121, 140 
de flux global 121 
u orbital 90, 109, 121 
Ionisation cf. Degré, Saha 
Ionosphére 10 
Ions négatifs 186 


J 


Joule (effet) 
avec un champ B 341 
gaz faiblement ionisés 305 


K 


KAM cf. Tores 
Kirchhoff (loi) 451 
Klystron 
amplificateur 285 
reflex 293 
Kortweg-de Vries (équation) 213 


L 


Lagrange cf. Equations 
Lagrangienne (description) 112 
Landau 
amortissement 43, 147, 154, 157, 
158, 159, 160, 174 

collisions 183 

coupure relativiste 226 

non linéaire 211 
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contour 134 
dissipation 143 
Langevin (formule) 203 
Langmuir 
paradoxe 308 
sonde 78 
Larmor (formule) 48, 408 
Lasers 
a électrons libres 293 
de puissance 63 
Legendre 
fonctions 292, 330 
polynômes 293, 369, 393 
Libre parcours moyen 
collisions proches 36, 349 
Liénard-Wiechert (potentiels) 403 
Limite centrale (théoréme) 77 
Longueur(s) 
d’interaction e-hv 461 
d’interaction hv-e 460 
Debye 21, 227, 333, 156, 349 
écran 29 
Landau 21, 349 
Rosseland 457 
Lorentz cf. Gaz 


M 


Magnétohydrodynamique 

approximation 324 

gaz faiblement ionisés 73 

liquides 66 

plasmas 75 
Magnétoquasistatique (AP) 324 
Manley-Rowe (relations) 208, 230 
Margenau : cf. Échauffement 
Maxwellianisation e-e 395 
Métastables (états) 182, 184 
Méthode régressive (Yvon) 1, 375 
Microchamps et macrochamps 437 
Microréversibilité 200, 31, 450 
Milieu faiblement dissipatif 

relation ki(wr)-wi(kr) 275 
Miroir(s) magnétique(s) 

cone de perte 113 

de révolution 123, 132 

force de freinage 139 

rapport de miroir 112 
Mobilité 

électronique 203, 300 

effet Ramsauer 205 
expérimentales 205 
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loi de similitude 204, 314 
plasmas intermédiaires 343 
réduite 204, 315 
ionique 208 
Langevin 208 
loi de similitude 212 
réduite 208 
Modes propres 
cavité cylindrique 240 
cavité parallélépipédique 239 
Moléculaire (régime) 36 
Moment 
de Lagrange p 124 
L orbital cf. Invariant(s) 
Monotron 293, 295 


N 


Newcomb-Gardner (stabilité) 232 
perturbations électrostatiques 
plasmas anisotropes 239 
plasmas isotropes 236 
perturbations quelconques 234 
Niveaux d'énergie 
atomes 181 
molécules 182 
Nyquist (méthode de) 2/2 


O 


Ohm (loi d’) généralisée 64 
gaz partiellement ionisés 98 
plasmas binaires 101 
plasmas multiples 97 
Onde(s) 
acoustique ionique 42, 160, 188, 
207, 214 
champs 226 
active (énergie négative) 255 
Alfvén 43, 71 
hybride basse 206 
longitudinales ES 170 
plasmas anisotropes 275, 285 
passive (énergie positive) 255 
plasma e 12, 42, 155, 207, 214 
champs 226 
dispersion 227 
méthode van Kampen-Case 
227 
plasma i 161 
pseudo-sonore 
cf. Onde acoustique ionique 
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siffleurs 44 
TEM 17, 42, 167, 208, 285 
plasmas anisotropes 275, 285 
transverse à un faisceau 
analyse non relativiste 347 
changement de repère 347 
dispersion 337, 338, 346, 277 
énergies de perturbation 337 
modes TEM, F, S 338, 346 
polarisations 338 
Orbites 
adiabatiques 101, 103 
liées et non liées 134 
liées provisoirement 135 
Oscillations de gaine 16 


P 


Paquets d’ondes 194 
cohérentes 
mouvement d’une particule 
198 
séparatrices 199 
temps d’autocorrélation 196 
Paramètre 
de plasma 30 
de Townsend E/no 204 
Particules résonnantes 143 
échange d'énergie avec onde 151 
Partie principale d’une intégrale 136 
Peniotron 293 
Penrose (conditions) 244, 247 
distributions avec un minimum 
251 
nécessaires et suffisants 284 
plasma équiv. à un F 248, 284 
Permittivité 
longitudinale 
faisceau e 250 
plasma 130 
plasma froid 19 
tenseur de 273 
Photons thermiques moyens 437 
Piégeage dans une onde 189 
effet des collisions 194 
électrons 
passant 191 
piégés 191 
Planck (formule) 436 
Plasmas 
astrophysiques et géophysiques 9 
cinétiques classiques 35, 349 


Index 


corrélés classiques 36 
de laboratoire 10 
froids (modèles) 100 
EM non relativiste linéarisé 
322 
EM relativiste 320 
ES relativiste 343 
intermédiaires 53, 325 
matériels ou radiatifs 459 
théorie collisionnelle 345 
Plemelj (formules) 136 
Poincaré (section de) 201 
Polarisabilité atomique 209 
Pondéromotrice (force) 214 
Post-décharge 217 
Potentiels d'interaction 
électron-neutre 149 
neutre-neutre 150 
Prandtl magnétique 70 
Pression 
cinétique 44 
et anisotropies de f 333 
de radiation 455 
inter-particulaire 35, 50 
interne (Van der Waals) 52 
magnétique (et tension) 70, 79 
Pseudo-période 104, 119 
Puissance dissipée 126, 139, 142, 230 


Q 


Quasi hélicoidal (mouvement) 103 
Quasi linéaire (théorie) 
gaz faiblement ionisé 
conductivité électrique 309 
plasmas 195 
collisions 204 
diffusion résonnante 197, 229 
ondes cohérentes 198 
phases aléatoires 195 


R 


Rayon d’orbite 92 
Rayon lumineux 439 
Rayonnement 
bremsstrahlung 413 
bremsstrahlung e-i 49 
Born 421, 428 
dispersion du plasma 426 
facteur de Gaunt 421, 426 
longueur d’absorption 429 
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puissance totale 421 
spectre 423 
théorie quantique 427 
trajectoires rectilignes 422 
bremsstrahlung e-o 414 
correction quantique 416 
dispersion du plasma 418 
émissivité spectrale des e 416 
puissance totale 416 
cyclotron 48 
corrections relativistes 413 
description quantique 412 
distribution spectrale 411 
longueur d'absorption 429 
puissance totale 410 
d’une particule chargée 
distribution spectrale 408 
puissance totale 408 
des plasmas 401 
longueurs d’absorption 460 
synchrotron 49, 413 
Réaction 
constante de 197 
taux de 195 
pour maxwelliennes 200 
ternaire 
constante de 197 
saturée pseudo-binaire 198 
Rebondissement (piégeage) 145, 192 
Recombinaison 
coefficient de 236 
en surface 215 
en volume 237 
mécanismes de 191 
Refroidissement des électrons 
collisions 306 
diffusion 319 
mécanismes 306 
Relaxation 
anisotropies 294 
courant électrique 65 
e-e 365 
e-i 355, 365 
e-o 52 
i-e 365 
i-i 365 
par diffusion 219 
partie isotrope de fe 307 
photons-matiére 453 
temps de (plasmas) 363 
Résonance 
cyclotron 43, 127 
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électronique 140 
ionique 130 
hybride 
basse 46 
haute 46 
Reynolds (nombre de) 
hydrodynamique 70 
magnétique 69 
Rosenbluth (formules) 357, 369, 389 
Runaways (e emballés) 381, 382 


S 


Saha (formule) 7, 77 
Schrödinger (équation) 215 
Section efficace 
absorption de photons 450 
collision élastique e-o 170 
de réaction 191 
différentielle 
élastique 154 
inélastique 30, 38 
méthodes de mesure 169, 180 
Rutherford 158, 161, 327, 361 
totale 162 
transport 177 
énergie 180 
QMV 164, 293 
Séculaire (terme) 
échauffement des électrons 304 
particules résonnantes 152 
Séparatrice (orbite) 191 
cf. aussi Paquets 
Seuil de réaction 188 
Siffleurs : cf. Onde(s) 
Soliton 212, 214 
de Langmuir 215 
Sphériques (fonctions) 292, 330 
cf. aussi Legendre 
Standard map cf. Application 
Stefan (constante) 437 
Subsoniques (mouvements) 62 
Susceptibilité électrique 
équilibre 
anisotrope 273 
isotrope 167, 227 
longitudinale 
cinétique 128, 171 
collisions 182, 228 
faisceau e 250, 300 
faisceau froid 150 
plasma 128, 226 
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plasma froid 300 
plasma de Lorentz-Cauchy 224 
prolongement analytique 134 
tenseur 167, 227 
Systéme B.B.G.K.Y. 
équation de f1 12, 34, 371 
équation de fig 14 


T 


Température 
Boltzmann (2 niveaux) 450 
cinétique 9 
cinétique en eV 9 
de diffusion 207 
de rayonnement 445 
électronique 343 
Thomson (diffusion) 448, 460 
Tokamak 205 
Tores de KAM 201 
Townsend (unité) 204 
Trajectoires 
B uniforme 85 
cycloïdales 95 
dans une onde 
espace de phase 191 
Transfert radiatif 
approximations 
classique pour les e libres 452 
diffusion 455 
ETL complet 456 
ETL partiel 454 
quasi-statique pour hy 453 
conductivité therm. radiative 456 
équation de transfert 443 
fonction source 443 
profondeur optique 443 
Transformation 
conforme 242 
Fourier-Laplace 
domaine de convergence 126 
Lorentz 96 
Transitions libre-libre 451 
Tube de force 105 
Turbulence 
faible 212 
forte de Langmuir 215 


V 


Van Kampen, Case 
modes 175, 228 
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approximation WKB 180 
orthogonalité 180, 228 
spectre continu et discret 179 
relation avec Landau 177 
Variables fluides globales 58 
Viscosité 57 
Vitesse 
d’Alfvén 44 
d'énergie 259, /38 
de fluide et anisotropies 332 
de groupe 259, 147, 151, 174, 439 
de piégeage 191 
du son 43 
Vlasov-Maxwell (modèle de) 107 
cf. aussi équation de Vlasov 
propriétés 108-122 
Viasov-Maxwell en 3 dimensions 164 
cf. aussi Ondes 
Vlasov-Poisson en 1 dimension 122 
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collisions 181 

effets non linéaires 188 

évolution asymptotique 138 

excitation externe 139 

fonction de Green 130 

Fourier-Laplace 124 

linéarisé 123 

modes faiblement variables 145 

modes naturels 129, 145-148, 162 

non linéaire 123 

perturbations spatiales périodi- 
ques 131 

relation de dispersion 129 

réponse linéaire 127 

réponses forcées 129 


Z 


Zakharov (modèle) 214 
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